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คํานํา 
 
 ปจจุบันการนําทฤษฎีฟซซีเซต ไปประยุกตใชมีอยูมากในงานหลายประเภท รวมถึง ระบบ
ควบคุม การรูจํารูปแบบ การประมวลผลสัญญาณภาพดิจิตอล ฯลฯ วิศวกรหรือผูที่เกี่ยวของควรมี
ความรูพื้นฐานเกี่ยวกับ ทฤษฎีฟซซีเซต และสามารถนําไปใชงานได 
 ผูเขียนไดเปดสอนเนื้อหาวิชานี้ในกระบวนวิชา 261494 กระบวนวิชาหัวขอพิเศษสําหรับ
วิศวกรรมคอมพิวเตอร 1 (ทฤษฎีฟซซีเซต) (Advanced Topic in Computer Engineering I (Fuzzy 
Set Theory)) ซึ่งเปนกระบวนวิชาเลือกสําหรับนักศึกษาปริญญาตรี ของภาควิชาวิศวกรรม
คอมพิวเตอร คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเชียงใหม กระบวนวิชานี้ไมไดจํากัดเฉพาะนักศึกษา
ในภาควิชาวิศวกรรมคอมพิวเตอรเทานั้น แตยังเหมาะสําหรับผูที่สนใจในทฤษฎี และการประยุกตใชใน
สาขาอื่นๆดวย 
 เนื้อหาในเอกสารการสอนฉบบันี้เปนเพียงเนื้อหาที่เปนบทนําเกี่ยวกับทฤษฎีฟซซีเซต และ
การประยุกตใชอยางงาย แตอยางไรก็ตามในเอกสารนี้ยังมีเนื้อหาที่ครอบคลุมถึงพืน้ฐานของ เซต 
ความสัมพันธและลอจิกแบบดั้งเดิม (classical set, relation and logic) ดังนั้นเอกสารฉบับนี้จึงเหมาะ
กับนักศึกษาในระดับปริญญาตรี หรือผูที่ไมมีความรูทางดานนี้มากอน  
 สําหรับคําศัพททางเทคนิคที่เปนภาษาอังกฤษที่ใชในเอกสารประกอบการสอนนี ้ ผูเขียน
พยายามใชคําภาษาไทยที่เหมาะสมที่สุดเทาที่พึงกระทําได และใหสื่อความหมายที่ถูกตองใหมากที่สุด 
โดยอางอิงถึงศัพทเทคนิคของวิศวกรรมสถานแหงประเทศไทยในพระบรมราชูปถัมภ และศัพทบัญญัติ
ของราชบัณฑติย สถาน ทั้งนี้ทั้งนัน้ ผูเขยีนไดเขียนคําศัพทภาษาอังกฤษประกอบไวดวย เพื่อความ
เขาใจที่ถูกตอง นอกจากนี ้ เพื่อความชดัเจนและเพื่อคุณภาพที่ดีของเอกสาร ผูเขียนไดจัดทํารูปใน
เนื้อหาใหมเองทั้งหมด 
 ผูเขียนหวังเปนอยางยิ่งวา เอกสารนี้จะเอื้อประโยชนใหผูอานไดรับความรูทางดานการ
ประมวลผลสัญญาณดิจิตอล โดยเฉพาะอยางยิ่งการนําไปใชงานทางดานโทรคมนาคม นอกจากนี ้
ผูเขียนยังหวังวาเอกสารนี้จะเปนประโยชนสําหรับบุคคลทั่วไปที่มีความสนใจทางดานนี้อีกดวย หาก
ผูอานมีขอคิดเห็นหรือขอแนะนําประการใด อันจะเปนผลใหเอกสารนี้มคีวามสมบูรณมากยิ่งขึ้น โปรด
สงอีเมลมายังผูเขียนที่ sansanee@eng.cmu.ac.th 
 
        ศันสนีย เอื้อพนัธวิริยะกุล 
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  1. บทนําเกี่ยวกับทฤษฎีฟซซีเซต 1

บทนําเกีย่วกับทฤษฎีฟซซีเซต 
Introduction to Fuzzy Set Theory 11

 
  ในบทนี้จะกลาวถึงความหมายโดยทั่วไปของคําวาฟซซีเซต รวมถึงตัวอยางเหตุการณใน
ชีวิตประจําวันที่มีความไมแนนอน หรือความคลุมเครือ เขามาเกี่ยวของเพื่อเปนการสรางความเขาใจ
เกี่ยวกับฟซซีเซตใหมากขึ้น 
 
1.1 อะไรคือความไมแนนอน (Uncertainty) 
  มนุษยเราใชความรูที่ไดจากประสบการณเกี่ยวกับโลกที่เราใชชีวิตอยู และเราใชความสามารถ
ที่มีอยูในการใหเหตุและผล ในการสรางความสําคัญของขอมูลตางๆ หรืออีกนัยหนึ่งก็คอืเราสามารถทํา
ความเขาใจกับสิ่งที่อยูรอบตัวเรา เรียนรูสิ่งใหมๆ วางแผนการสําหรบัอนาคตได แตทั้งนี้ทัง้นั้น
ความสามารถของเราถูกจํากดัในการรับรูตางๆ หรอืเราถูกจํากัดความสามารถในการใหเหตุใหผล
อยางถองแท นั่นคือเราถูกจาํกัดจาก ความไมแนนอน (uncertainty) 
  ความไมแนนอน (uncertainty) คือสภาวะที่มีความเปนไปไดที่จะเกิดขอผิดพลาดเนื่องจาก
การที่เราไดขอมูล (information) ไมครบทั้งหมด เกี่ยวกับสิ่งแวดลอมที่อยูรอบตัวเรา หรืออกีนัยหนึ่ง
คือมนุษยพยายามที่จะทําการตัดสินใจ จัดการ หรือวิเคราะห ขอมูล เหตุการณ หรือทาํนายเหตุการณ
ในอนาคต แตเราไมมีขอมูลทั้งหมดในมือทาํใหมีโอกาสที่จะเกิดความผิดพลาดได ตัวอยางเชนการขบั
รถบนถนน ถาเราขับไปในที่ที่เราไมคุนเคยเราไมสามารถบอกไดวาเราสามารถขับรถไดเร็วที่ความเร็ว
เทาไรเนื่องจากเราไมสามารถบอกไดวาขางหนาจะเปนถนนตรงหรือทางโคงหรือมีสิ่งกีดขวางหรือไม 
    
 ตัวอยางที่ 1.1 ความไมแนนอนกับความซบัซอน (uncertainty and complexity) 
  การขับรถเกียรธรรมดา หรือเกียรกระปุก เปนการขับที่มีความซับซอนมากกวาการขับรถเกียร
อัตโนมัติ ซึง่การที่จะขับรถเกยีรธรรมดาไดดีตองอาศัยความรูและความชํานาญมากกวา แตทั้งนี้ทั้งนัน้
การขับรถทั้งสองก็มีความไมแนนอนเขามาเกี่ยวของดวยนั่นคือ เราไมรูอยางแนนอนวาเมื่อไหรควรจะ
หยุด หรือ ออม เพื่อหลบสิ่งกีดขวาง ถาขับรถในที่ที่มีการจราจรหนาแนน ความไมแนนอนก็ยิ่งเพิ่มขึ้น 
เชนเดียวกันกบัความซับซอน  นัน้คือความซับซอนเพิ่มขึ้นเมื่อเราตระหนักวาเรามีความรูเทาใด และมี
สิ่งที่เราไมรูเทาใด  
 ตัวอยางที่ 1.2 ความไมแนนอนกับการวัด (uncertainty and measurement) 
  ไมวาเครื่องมือวัดจะมีความเที่ยงตรงขนาดใด ความไมแนนอนจะมอียูตลอดเวลาถึงแมวา
ขนาดเล็กเพียงใดก็ตาม ตัวอยางเชนเครื่องมือวัดที่มี เปนไมบรรทัดที่มีหนวยเปน ฟุต และหนวยยอย
เปน นิ้ว โดยที่แตละชองที่แบงไวคือ 1/16 นิ้ว แตถาเปนไมบรรทัดที่ใชในการทดลอง อาจเปนชองละ 
1/64 นิ้ว หรอืเล็กไปกวานั้นซึ่งอาจจะเปน 1/106 แตไมวาจะมีความละเอียดมากเพียงไรก็ยังมีความ
เปนไปไดที่จะเกิดความผิดพลาด เชนตองการวัดวัตถุอันหนึ่งแตปรากฏวาไมสามารถบอกความยาวได
แนนอนเนือ่งจากความยาวของวัตถุนั้นไปสิน้สุดระหวางชองที่แบงไวนัน่เอง  
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1.2 ภาษากับความคลุมเครือ (Vagueness) 
  ความเขาใจผิดที่เปนผลมาจากการใชคําในความหมายที่แตกตางกัน คือความหมายของความ
คลุมเครือ (vagueness) หรืออีกนัยหนึ่งคือ มนุษยเรามีความหมายหลักที่เหมือนกนั และสามารถ
สื่อสารกันไดถงึระดับหนึ่งแตความหมายอาจจะไมถูกตองนัก เชนคําวา ‘หนาว (cold)’  สําหรบั
ประชากรที่อาศัยอยูที่กรุงเทพอาจจะมีความรูสึกถึงคําวา ‘หนาว’ ที่แตกตางจากคนที่อาศัยอยูที่
เชียงใหม แตประชากรทั้งสองที่ รูวาคําวา ‘หนาว’ หมายถงึอะไร นั่นคอืทั้งสองจะไมบอกวา ‘หนาว’ ที่
อุณหภูมิเทากับ 35 องศาเซลเซียส แตคนที่อาศัยอยูที่กรุงเทพอาจจะบอกวาหนาวที่อุณหภูมิเทากับ 
20 องศาเซลเซียส ในขณะที่คนที่อาศัยอยูที่เชียงใหมมีความทนทานกับอากาศมากกวาและถา
อุณหภูมิตํ่ากวา 10 องศาเซลเซียสคนที่นีถ่ึงบอกวา ‘หนาว’ ซึ่งแตกตางจากคนที่กรุงเทพ  
  นอกเหนือจากในภาษาแลวยังมีปรากฏการณที่เรียกวา ‘heap paradox’ ที่สามารถอธิบายคํา
วา vagueness ไดเชนเดียวกัน ปรากฏการณนี้เกี่ยวของกับ ของที่อยูรวมกันมากๆ เชน กองหนิ ถา
เราเอาหินออกหนึ่งกอนจากกอง ก็ยังเรียกกองนี้วากองหินอยู แตถาเราเอาหินออกที่ละกอนไปเรื่อยๆ
จนเหลือแค 2 กอนเราก็จะไมเรียกวากองหินอีกแลว แตในระหวางทางคําถามที่เกิดขึ้นคือเมื่อไหรเรา
จะหยุดเรียกกองหินกองนี้วากองหิน 
 
1.3 ทฤษฎีฟซซีเซต และ ทฤษฎีความนาจะเปน (Fuzzy Set Theory versus Probability 
Theory) 
  ในป ค.ศ. 1965 L. A. Zadeh [Zadeh65] ไดเผยแพรงานวิจัยในเรื่อง Fuzzy Sets ใน 
วารสารวิชาการ ซึ่งในผลงานนี้ไดอธิบายเกี่ยวกับแนวคดิของฟซซีเซต (fuzzy set) ซึ่งเปน set ทีม่ี
ขอบที่ไมคมชดั (un-sharp boundary) ทั้งนี้ตรงขามกับคริสปเซต (crisp set) ปกติ ที่ขอบเขตตอง
เดนชัด จาก 
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รูปที่ 1.1 set ของเหรียญไทย 
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รูปที่ 1.2 membership function ของ fuzzy set ‘แก’ (‘old’) 

รูปที่ 1.1 เปนรูปของ set ของเหรียญไทย ถาสมมุติวามีเหรียญบางเหรียญที่ชํารุดหรอืหัก ถาถามวา
เหรียญนั้นอยูใน set นีห้รือเปลา ถาเปน ครสิปเซต (crisp set) คําตอบคืออยูหรอืไมอยูเทานั้น 
  แตในทางตรงขาม Fuzzy set เปน set ที่มีขอบที่ไมชัดดังนั้นคําวาเปนสมาชิกของ fuzzy set 
ไมใชแคเปนหรือไมเปน หรอือยูหรอืไมอยูเทานั้น หรืออกีนัยหนึง่คืออยูใน set ดวย ระดับ (degree) 
ของความเปนสมาชิก ที่มากกวาหรือนอยกวา ดังเชนฟงกชันในรูปที ่ 1.2 ซึ่งอาจเปนฟงกชันที่อธิบาย
ถึง fuzzy set ‘แก’ (‘old’) ถาถามวาถึงปริมาณใดที่คนอายุ 55 65 75 หรือ 85 เปนคนแก คําตอบก็
ขึ้นอยูกับมุมมองของแตละคน แตทั้งนี้ทั้งนัน้ 85 เปนคนแกแนนอน แต 65 และ 75 ไมแนวาจะเปนคน
แก ซึง่จะขึ้นกบัแตละสถานการณ สวน 55 อาจจะไมชัดสําหรับเราทุกคนวาอยูใน set หรือไม สามารถ
สรุปไดวา fuzzy set ไมใชการยืนยันหรือปฏิเสธสิ่งใดส่ิงหนึ่ง 
  ทฤษฎีความนาจะเปนถูกนําไปใชในหลายสาขาวิชาแตก็ยังไมสามารถครอบคลุมความไม
แนนอน (uncertainty) ในหลายดานได โดยเฉพาะอยางยิ่งความไมแนนอนที่เกิดจากความคลุมเครือ 
(vagueness) ในดานภาษาได ดังนั้นจะเหน็ไดวา ทั้งทฤษฎีความนาจะเปน และ ทฤษฎีฟซซี สามารถ
อธิบาย ความไมแนนอนในรูปแบบทีแ่ตกตางกันนั่นคือ ทฤษฎีความนาจะเปนเกี่ยวของกับความ
คาดหวังของเหตุการณในอนาคต ที่ขึ้นกบัสิ่งที่รูอยูแลว เชน เราสนใจวามีโอกาสมากนอยเทาไรทีค่น
ตอไปที่เดินเขามาในหองเรียนเปนคนสูง ซึ่งแนวคิดของความสูงในที่นี้มาจากการกระจายของสวนสูง
ของคนไทยทั้งหมด ถาในหองเรียนที่เรานั่งอยูมีแตนักกีฬาบาสเกตบอลซึ่งเปนคนสูงสวนใหญเราก็
คาดหวังวาคนที่เดินเขามาจะสูงดวย แตถาเราอยูในหองทีม่ีคนที่มีสวนสูงปกติอยูความคาดหวังของเรา
อาจลดต่ําลง ในที่นี้ความรูสึกของความไมแนนอนอยูที่การทํานายเกี่ยวกับเหตุการณ  
  แตความไมแนนอนในความหมายของฟซซ ี ไมใชความไมแนนอนของความคาดหวัง แตเปน
ความไมแนนอนจากแนวคิดทีถู่กอธิบายโดยคําพูดเชนเราอยูในหองที่มีแตนักกีฬาบาสเกตบอล ถามี
คนสูง 180 เซนติเมตรเดินเขามา เราอาจตั้งคําถามวามีโอกาสเทาไรที่คนผูนี้สูง คําตอบคือไมมีความ
คาดหวังอีกตอไปเนื่องจากเขาอยูในหองแลว แตถาถามวามีความถูกตองเทาไรที่จะกลาวไดวาคนผูนี้
เปนคนสูง ถาเราเปรียบเทียบกับประชากรในประเทศไทย คําตอบจะเปน ถูกตองมาก แตถาเรา
เปรียบเทียบกับประชากรในหอง คําตอบจะเปน ถูกตองนอย ถาคนสวนใหญสูง จากที่กลาวมาทั้งหมด
เปนการอธิบายถึงความสัมพันธระหวางคุณสมบัติของแตละบุคคล คือ สวนสูง(height) กับความไม
ชัดเจนของแนวคิดคือ สูง (tallness) 
  จากที่กลาวมาขางตนสามารถกลาวไดวาความนาจะเปน เปนทฤษฎีของเหตุการณสุม 
(random event) ซึ่งเกี่ยวของกับโอกาสที่จะเกิดเหตุการณใดเหตุการณหนึ่ง ในขณะที่ ทฤษฎีฟซซีเซต
ไมขึ้นกับเหตุการณ แตเกี่ยวของกับแนวคิด (concept) เชน สูง (tall) อุน (warm) หนาว (cold) เปนตน 
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1.4 การประยุกตใช (Application) 
  มีการนํา ทฤษฎีฟซซีเซตไปใชในงานหลายดานไดแก การตัดสินใจ (decision making) การ
รูจํารูปแบบ (pattern recognition) การหาเหตุผลโดยใชกฎ (rule-based reasoning) การแทนความรู 
(knowledge representation) การควบคุม (control) การคืนขอมูล (information retrieval) ทั้งนี้เปน
เพราะ ฟซซีเซตเปนเครื่องมือที่เปนประโยชนในการเขารหัส (encode) และสามารถแทนความสํานึก
รวม (common sense) เกี่ยวกับความรูตางๆในโลกได 
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  เนื่องจากวิชานี้เปนเพียงฟซซเีซตพื้นฐาน และเนื้อหาในบทที่ 2 นีถู้กสรางขึ้นมาเพื่อเปนการ
ทบทวนความรูเกี่ยวกับลอจิกและเซตแบบดั้งเดิม ที่สามารถนํามาใชในฟซซีเซตได 
  ลอจิกแบบดั้งเดิม (classical logic) เปนการศึกษาที่เกี่ยวกับรูปแบบของการใหเหตุผลที่
ถูกตอง หมายถึงบทสรุปที่เปนจริงมาจากขอต้ัง (premise) ที่เปนจริงหรอืหลักฐานที่สมบูรณ (perfect 
evidence) และถูกเรียกวาลอจิกแบบแผน (formal logic) 
 
2.1 ลอจิกแบบพจน (Propositional Logic) 
  เปนระบบที่เปนแบบแผน (formal system) ที่ใชแทนความรูในเรื่องของประโยคประกาศ 
(declarative sentence) ที่แสดงออกถึงพจน (proposition) โดยใชตัวอักษรหรือสญัลักษณ แทนแตละ
พจน และใชตัวเชื่อมมาเชื่อมตอระหวางพจน  
  การหาเหตุผลมีอยูดวยกัน 2 รูปแบบคอื 
  1. deductive reasoning 
   If today is Tuesday, then my logic class meets at room 205. (1) 
   Today is Tuesday.______________________________ (2) 
   So my logic class meets at room 205. (3) 
   ความหมายคือถาประโยคที่ 1 และ 2 ซึ่งเปน ขอต้ัง (premise) เปนจริงทั้งคู ประโยค
ที่ 3 ซึ่งเปน บทสรุป (conclusion) เปนจริงและไมมีโอกาสเปนเท็จ 
  2. inductive reasoning 
   Meteor 1 disintegrated upon entering the Earth’s atmosphere. (1) 

       ″    2  ″----------------------------------------------------------------″ (2) 

       ″    3  ″----------------------------------------------------------------″ (3) 

                                        # 
       ″    50  ″----------------------------------------------------------------″ (50) 
   Thus, all meteors disintegrate upon entering the Earth’s atmosphere 
   ความหมายคือ ถา ประโยคที่เปน ขอต้ัง (ประโยคที่ 1 ถึง 50) เปนจริงสามารถ
อนุมานไดวาบทสรุปเปนจริงแตในกรณีนี้มีโอกาสที่บทสรุปเปนเท็จได  
  แตในวิชานี้เราสนใจที่จะศึกษา deductive reasoning เทานั้น นั่นคอื 

  ขอต้ัง:  m→p (ความหมายคือ m สอความถึง (imply) p) 
    p___ (ความหมายคือ มี p) 
  บทสรุป:  p 
  พจน (proposition) ที่เปนประโยคงายๆซึ่งไมมีคําปฏิเสธ (negating word) หรือคํานําหนา 
(prefix) เชน  “A dog has four legs” เราสามารถแทนประโยคนี้ดวยตัวอักษรใดๆ สมมุติใหเปน p 
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หรือประโยค . “Tomorrow is Sunday” เราก็สามารถแทนไดดวย q ถาเราตองการแทนประโยค “A 
dog has four legs and tomorrow is Sunday” เราสามารถเชื่อมทั้งสองพจนไดเปน p and q หรอื 

p∧q สัญลักษณที่ใชเชื่อมประโยคในหนงัสือเลมนี้แสดงในตารางที่ 2.1 
ตารางที่ 2.1 สัญลักษณที่ใชเชื่อมประโยค 

สัญลักษณ ใชแทน 

~ not, un-, im-, in- 

∧ and, but, however 

∨ or, unless 

→ if - then, imply, only if 

↔ iff, when and only when 
  โดยปกติเราใช ตารางความจริง (truth table) ในการพิสูจนหรอืหาความจริงของประโยคเชน
ตารางความจริงของ ~ 

ตารางที่ 2.2 ตารางความจริง ของ ~ 
p ~p 
T F 
F T 

  ในบางครั้งคาความจริงของพจน กถ็ูกแทนดวย 0(แทนเท็จ) และ 1(แทนจริง) หรอื F(แทน
เท็จ) และ T(แทนจริง) และในวิชานี้เราใชสัญลักษณ |p| แทนคาความจริงของ พจนทีถู่กแทนดวย p 

ดังนั้นจาก ตารางความจริงขางตนจะไดวา |~p| = 1 − |p| เสมอ 

  ตัวเชื่อม conjunction ∧ มีตารางความจริงตามตารางที่ 2.3 

ตารางที่ 2.3 ตารางความจริง ของ ∧ 
p q p∧q 
0 0 0 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 

  จากตารางที่ 2.3 แสดงใหเหน็วา ความจริงมีลักษณะเปนฟงกชัน (truth functional) นั่นคือมี
ลักษณะหรือรปูแบบที่แสดงถึงคาความจริงของตัวเชื่อม หรืออีกนัยหนึ่งคือ คาความจริงของประโยคที่
ซับซอนเปนฟงกชันของคาความจริงของแตละพจนที่ประกอบในประโยคนั้นดังนัน้เราสามารถหา

ฟงกชันมาอธิบายลักษณะของ ∧ ไดเชน |p∧q| = min(|p|, |q|) หรือ |p∧q| = |p| |q| หรือ |p∧q| = 
max[0, |p| +|q| -1] เปนตน 

  จากตารางที่ 2.4 เราสามารถหาฟงกชันอธิบาย ตัวเชื่อม disjunction (∨) ไดเชน |p∨q| = 

max[|p|, |q|] หรือ |p∨q| = min[1, |p| + |q|] สวนตัวเชื่อม implication (→) เราสามารถใช |p→q| = 

min[1, 1+|q| − |p|] หรือ |p→q| = 1 − |p| (1 − |q|) และ สําหรับตัวเชื่อม equivalence (↔) เรา

สามารถใช |p↔q| = |p| |q| + |~p| |~q| มาอธิบายไดเชนกัน 
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  ในแตละแถวของตารางของความจริงที่กลาวขางตนเปนความจริงที่เกิดข ึ้นตามคาความจริงท่ี
ใหกับแตละพจน ซ่ึงเราเรียกวา contingent propositional form แตถาประโยคใดก็ตามมีคาความจริงก็ตอเม่ือ
มีการถามจากผูรู หรือจากประสบการณ เราเรียกวา empirical proposition 

ตารางที่ 2.4 ตารางความจริง ของ ∨ → และ ↔ 
p q p∨q p→q p↔q 
0 0 0 1 1 
0 1 1 1 0 
1 0 1 0 0 
1 1 1 1 1 

  ประโยคใดก็ตามที่เปนประโยคขัดแยง (contradiction) จะเปนประโยคที่เปนเท็จตลอดเวลา

เชน p∧~p (กฎของความขัดแยง หรือ law of contradiction) สวนประโยคใดก็ตามที่เปนจริง

ตลอดเวลา เรียกวา ประโยคซ้ําความ (tautology) เชน p∨ ~p (กฎนิรมัชฌิม หรือ law of excluded 

middle) หรือประโยค ((p→q)∧p)→q (การสอความแบบลอจิก (logical implication หรือ 

entailment)) หรือประโยค ~(p∧q)↔(~p∨~q) (logical equivalence: ประโยคที่ถาขางใดเปนจรงิอีก
ขางก็เปนจริงดวย) 
  จากที่กลาวมาขางตนจะเห็นไดวาเราสามารถแสดงลอจิกฟงกชันหลายประเภทไมวาจะเปน 
กลุมของประโยคซ้ําความ (tautology contingent) หรือ ประโยคขัดแยง (contradiction) ในรูปแบบ
ของ จริง หรอืเท็จไดโดยใช ฟงกชันลอจกิ (logic function) ซึง่เปนแผนที่คาความจริงของแตละ
ประโยค หรือตัวแปรเอาตพุต ถูกใหคาในแตละการผสม (combination) ของตัวแปรอื่นหรือตัวแปร
อินพุต ดังนั้นถามี n ตัวแปรอนิพุตจะมีการผสมทั้งหมด 2n ครั้งและแตละครั้งแตละตัวแปรจะมีคาความ

จริงเปน จริงหรือเท็จ ดังนั้นมีตัวแปรเอาตพุตทั้งหมด 
n22 ครัง้ ดังนั้น ฟงกชันลอจิก ของ 2 ตัวแปร

อินพุตคือ p และ q จะมี 16 ตัวแปรเอาตพุตคือ ri สําหรับ i ที่เทากับ1 ถงึ 16 ดังแสดงในตารางที่ 2.5 
จากตารางจะเห็นไดวา r1 เปน ประโยคซ้าํความ (tautology) สวน r2 เปน ดิสจังชัน (disjunction) r3 

เปน การสอความ (implication (q→p)) r4 เปน ขอความยืนยัน (assertion (p∨(p∧q))) r15 เปน 

ประโยคที่ไมใชทั้งคู (neither-nor (~(p∨q))) และ r16 เปน ประโยคขัดแยง (contradiction)  
ตารางที่ 2.5 ฟงกชันลอจิกของ 2 ตัวแปร 

p q r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 r10 r11 r12 r13 r14 r15 r16 
0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 
0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 
1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

  นอกเหนือจากการใชตารางความจริงในการชวยหาคาความจริงของประโยค ยังสามารถ
นํามาใชในการแยกระหวางการอนุมานที่สมเหตุสมผล (valid inference) ออกจากการอนุมานที่ไม
สมเหตุสมผล (invalid inference) (คือการอนุมานที่ใหบทสรุปเปนเท็จในขณะที่ขอต้ังเปนจริงทั้งหมด) 
ไดอีกดวย เชน  
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  ขอต้ัง:  p→q 
    ~p___ 
  บทสรุป:  ~q 
  ซึ่งจะพิสูจนไดจากตารางที่ 2.6 วา มีการใหคาที่ขอต้ังทั้งคูเปนจริง แตบทสรุปไมเปนจริง ทํา
ใหเปนการอนมุานที่ไมสมเหตุสมผล (invalid) 

ตารางที่ 2.6 ตารางความจริง ของ การอนุมานที่ไมสมเหตุสมผล 
p q p→q ~p ~q 

0 0 1 1 1 
0 1 1 1 0 
1 0 0 0 1 
1 1 1 0 0 

  การอนุมานมีไดหลายรูปแบบซึ่งในตารางที่ 2.7 จะแสดงรูปแบบของการอนุมานพื้นฐาน  
(basic inference form) 

ตารางที่ 2.7 รปูแบบของการอนุมานพื้นฐาน 
Conjunction:    p 
                    q__ 

                    p∨q 

Simplification:    p∧q 
                       p 

Addition:    p___ 

                p∨q 

Disjunctive Syllogism:    p∨q 
                                ~p__ 
                                 q 

Modus Ponens:    p→q 
                         p____ 
                         q 

Modus Tollens:    p→q 
                        ~q___ 
                        ~p 

Constructive Delimma: 

               (p→q) ∧ (r→s) 

               p∨r___________ 

               q∨s 

Destructive Dilemma: 

             (p→q) ∧ (r→s) 

             ~q∨~s_________ 

             ~p ∨ ~r 

Hypothetical Syllogism: 

            p→q 

            q→r 

            p→r 
 Absorption:    p→q 

                   p→(p∧q) 

 

และในการทําการอนุมานหรอืตองการหาคาความจริงของบทสรุปจําเปนที่จะตองใชกฎของการแทนคา 
(rule of replacement) ดังตอไปนี้ 

  involution:  ~(~p) ↔ p 

  commutativity: (p∧q) ↔ (q∧p) 

     (p∨q) ↔ (q∨p) 

  associativity: p∧(q∧r) ↔ (p∧q)∧r 

     p∨(q∨r) ↔ (p∨q)∨r 

  De Morgan’s Laws: ~(p∧q) ↔ (~p ∨ ~q) 

     ~(p∨q) ↔ (~p ∧ ~q) 
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  Distributivity: p∧(q∨r) ↔ (p∧q) ∨ (p∧r) 

     p∨(q∧r) ↔ (p∨q) ∧ (p∨r) 

  Equivalence: (p↔q) ↔ [(p→q) ∧ (q→p)] 

     (p↔q) ↔ [(p∧q) ∨ (~p∧~q)] 

  Contraposition: (p→q) ↔ (~q→~p) 

  Implication:  (p→q) ↔ (~p∨q) 

  Exportation: [p→(q→r)] ↔ [(p∧q) →r] 

  Idempotency: (p∧p) ↔ p 

     (p∨p) ↔ p 
       

 ตัวอยางที่ 2.1 ถาตองการ บทสรุปวา ~r เปนจริงจากขอต้ัง ~(p∨q) และ r→q ทําไดโดยใช 
ตารางที่ 2.7 และ กฎของการแทนคาขางตนดังนี้ 

   ~(p∨q)  (1) 

   r→q  (2) 

  จาก 1 และ De Morgan’s Laws จะได       ~p ∧ ~q (3) 

  จาก 3 และ Commutativity จะได             ~q ∧ ~p  (4) 
  จาก 4 และ Simplification จะได               ~q (5) 
  จาก 5 2 และ Modus Tollens จะได           ~r (บทสรุป)  
       
 
2.2 ลอจิกแบบเพรดิเคต (Predicate Logic) 
  ลอจิกแบบพจนเปนลอจิกที่ความสมเหตุสมผลขึ้นอยูกับรปูแบบของพจนซึ่งเปนหนวยที่งาย
ที่สุดในการหาเหตุผล นั่นคือเปนความสัมพันธระหวางพจนที่สมบูรณ 2 พจน แตหลายครั้งในการ
อนุมานไมไดขึน้กับความสัมพันธภายนอกเพียงอยางเดียว เชน 
  ขอต้ัง:  All dogs are quadrupeds. 
    Lassie is a dog.________ 
  บทสรุป:  Therefore, Lassie is a quadrupeds. 
ถาเราใชวิธีการในหัวขอ 2.1 จะได 
  ขอต้ัง:  p 
    q________ 
  บทสรุป:  r 
การที่เราจะทดสอบวาการอนุมานนี้สมเหตุสมผลหรือไมทําไดโดยใช ตารางความจริงดังแสดงในตาราง
ที่ 2.8 และเราจะพบวามีการใหคาความจริงอยางนอย 1 ครั้งที่จะทําใหการอนุมานนีไ้มสมเหตุสมผล 
ซึ่งในความเปนจริงการอนุมานนี้เปนการอนุมานที่ถูกตอง สิ่งที่ทําใหเกิดเหตุการณนี้เปนเพราะวามี
ความสัมพันธภายในที่ไมไดถูกนํามาใช  
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ตารางที่ 2.8 ตารางความจริงของการอนุมานที่ใชแตความสัมพันธระหวางพจน 
p q r 
0 0 0 
0 0 1 
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 

  ในขอต้ังขางตนมี พจนเดี่ยวคือ “Lassie is a dog” และมีพจนทั่วไปคือ “All dogs are 
quadrupeds” ซึ่งทั้งสองมีสิ่งที่เรียกวา คําที่เปน subject ซึ่งเปนคําที่บงบอกถึงประเภทของสิ่งของที่
เรากลาวถึงในที่นี้คือ “dogs” และ “Lassie” และคําที่เปนเพรดิเคต ซึ่งเปนคําที่บอกถงึคุณสมบัติของ
สิ่งของนั้นคือ “are quadrupeds” และ “is a dog” เราใชตัวอักษรตัวใหญแทน คําที่เปนเพรดิเคต เชน 
D และตัวอักษรตัวเล็กแทนคาํที่เปน subject เชน l สวนตัวอักษรตัวเล็กที่อยูทางดานทายของลําดับ
ตัวอักษรจะแทนตัวแปรตางๆ เชน w x y z ซึ่งโดยปกติเราเรียก Dx วาฟงกชันของพจนเนื่องจากมี
พจนบางพจนที่ถูกสรางขึ้นจากการแทนคาตัวแปรดวยคาคงที่ นอกเหนือจากนี้เรายังตองการตัวบงปริ

มานเชน ∀ คือตวบงปริมาณทั้งหมด (for all) ∃ คือตัวบงปริมาณบางสวน (for some) ดังนั้นเรา
สามารถแทนการอนุมานขางบนไดเปน 

  ขอต้ัง:  (∀x)(Dx→Qx)  
    Dl__________ 
  บทสรุป:  Ql 

  ความหมายของขอต้ัง(∀x)(Dx→Qx) คือ “for any x if x is a dog then x is a quadrupeds” 

แตถาขอต้ังเปน (∃x)(Dx∧Qx) จะหมายความวา “there exist at least one thing such that it is both 
a dog and a quadruped” 
  ตัวแปรจะถูกยึดหนี่ยว (bind) ถาตัวแปรนัน้อยูในขอบเขตของตัวบงปริมาณ นิพจนทัว่ไปจะ
เปนพจน (proposition) ไดกต็อเมื่อ ตัวแปรทุกตัวถูกยึดเหนี่ยว  
  ในลอจิกแบบเพรดิเคต เราใชกฎการอนุมานและกฎการแทนแบบเดียวกับที่ใชในลอจิกแบบ
พจน แตในความเปนจริงยังมีกฎอื่นที่ถูกนํามาใชแตจะไมกลาวถึงในที่นี้ นอกจากกฎการแทนตัวบงชีท้ี่
แสดงในตารางที่ 2.9 

ตารางที่ 2.9 กฎการแทนตัวบังชี้ 

(∀x)Px ↔ ~(∃x)~Px 

~(∀x)Px ↔ (∃x)~Px 

(∀x)~Px ↔ ~(∃x)Px 

~(∀x)~Px ↔ (∃x)Px 
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2.3 ทฤษฎีเซตแบบดั้งเดิม (Classical Set Theory) 

  การเขียนเซต A ={a1,a2,...,an} ถูกเรียกวาวิธีการแสดง (list method) ซึ่งเปนการแทนเซต
ดวยการแจงสวนประกอบในเซตโดยที่ ai สําหรับ i เทากับ 1 ถึง n เปนสมาชิกหรือสวนประกอบของ

เซต A (ai∈A) และขนาดหรอืคาดินาวริต้ี (cardinality) ของเซต A (|A|) เทากับ n ซึ่งเปนจํานวนของ
สมาชิกในเซต A ถามีสมาชิกเพียง 1 ตัวเรียกเซตนี้วาเปน ซงิเกลตัน (singleton) นอกเหนือจากการ

แสดงเซตดวยวิธีการแสดงแลวเรายังสามารถเขียนเซตใหอยูในรูปของกฎไดเชน เซต C = {x | 
P(x)} หมายความวาเซต C ประกอบดวยสมาชิก x ที่ทุก x มีคุณสมบัติ P เชน C = {a | a มี

คุณสมบัติ P1, P2,...,Pn} หรอื C = {x | x เปนตัวเลขจํานวนเต็ม}  
  สวนเซตที่มีสมาชิกเปนเซตเราเรียกวา ครอบครัวของเซต (family of sets) ซึ่งเขียนไดเปน 

A={Ai | i ∈I} โดยที่ i เปน ตัวบงชี้ (index) และ I เปนเซตของตัวบงชี ้(index set)  
  ในการประยุกตใชทฤษฎีฟซซีเซตโดยปกติจะมีการกลาวถึง เซตสากล (universal set) ซึ่งเปน
เซตที่มีสมาชิกทุกตัวที่อยูในความสนใจของการประยุกตนั้นเชน เราตองการแยกนักเรียนทีอ่ยูใน
โรงเรียนหนึ่ง เซตสากลในกรณีนี้จะเปนนักเรียนทุกคนในโรงเรียนนัน้โดยปกติเราใชสัญลักษณ X  
แทนเซตสากล และในเมื่อเรามีเซตสากล เราก็มีเซตที่ไมมีสมาชิกเลยนั่นคอื เซตวาง (empty set) โดย

ปกติเราใชสัญลักษณ ∅ แทนเซตวาง 
  ถาสมาชิกของเซต A เปนสมาชิกของเซต B แสดงวาเซต A เปนซับเซต (subset) ของเซต B 

( A⊆B) ถา A⊆B และ B ⊆ A แสดงวาทั้งสองเซตมีจํานวนสมาชิกที่เทากัน นัน่คือ เซต A เทากับ

เซต B (A = B) แตถา A⊆B และ A≠ B แสดงวาเซต A เปนซับเซตแท (proper subset) ของเซต B 

(A⊂B) 

  พาวเวอรเซต (power set) ของเซต X ใดๆคือ P (X) = {A |A ⊆ X} เปนเซตที่มีสมาชิก

เปนทุกซับเซตของเซต X ดังนั้น A ∈ P (X) และ A ⊆ X  ขนาดของพาวเวอรเซตหรือจํานวนของ

ซับเซตของ X (| P (X)|) เทากับ 2n ถา |X| = n  
 
 2.3.1 การดําเนินการของเซต (Set Operation) 
  เซตของสิ่งของตางๆโดยมากจะมีความสัมพันธในทางใดทางหนึ่งเราสามารถใหนิยามกับ
ความสัมพันธเหลานั้นไดดังนี ้สมมุติใหเซตสากลเปน X และให A B และ  C  เปนซับเซตของ X  

  คอมพลีเมนต (complement):    { }AxและXxxA ∉∈=   

                  X=φ  และ φ=X  

  ยูเนียน (union):               A ∪ B = {x |x ∈ A หรือ x ∈ B} 

                   A ∪ X = X 

   ยูเนียนของทุกเซตในครอบครัวเซต {A1, A2,...,An} เขียนไดเปน ∪
n

i
iA

1=
 

  อินเตอเซกชนั (intersection)       A ∩ B ={x |x∈ A และ x ∈ B} 

                   A ∩ ∅ = ∅ 
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   อินเตอเซกชนัของทุกเซตในครอบครัวเซต {A1, A2,...,An} เขียนไดเปน ∩
n

i
iA

1=
 

  ดิฟเฟอเรนซ (Difference)          A − B ={x |x∈ A และ x ∉ B} 

                   A − X = ∅ 

                   AAX =−  
 
 2.3.2 คุณสมบัติพ้ืนฐาน (Fundamental Property) 
  โดยปกติคริสปเซตหรือเซตดั้งเดิมจะมีคุณสมบบัติพื้นฐานดังตอไปนี้ 

  อินโวลูชัน (involution)              AA =  

  คอมมิวเททิฟ (commutative)      A ∪ B = B ∪ A 

                   A ∩ B = B ∩ A 

  แอสโซสิเอทิวิต้ี (associativity)     (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) 

                    (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) 

  ไอเดมโพเทนซ ี(idempotency)    A ∪ A= A 

                   A ∩ A = A 

  การกระจาย (distribution)          A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) 

                   A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) 

  การดูกกลืน (absorption)          A ∩ (A ∪ B) = A 

                  A ∪ (A ∩ B) = A 

  ไอเดนติต้ี (identity)                 A ∩ X = A 

                   A ∪ ∅ = A 
  กฎนิรมัชฌิม (law of excluded middle)     XAA =∪  
  กฎการขัดแยง (law of contradiction)        φ=∩ AA  

  De Morgan’s Law                  BABA ∪=∩  

                  BABA ∩=∪  
  จากที่กลาวมาทั้งหมด จะเห็นไดวาแตละคุณสมบัติจะมีคุณสมบัติที่คลายกับภาพสะทอนนัน่

คือ ∅ ∪ และ ∩ เปนภาพสะทอนของ X ∩ และ ∪ นัน่เอง 
 
 2.3.3 ฟงกชันลักษณะ (Characteristic Function) 
  ฟงกชันลักษณะเปนอีกวิธีการหนึ่งที่จะอธิบายเซต และการอธิบายเซตวิธีนี้สามารถขยายไปสู
ฟซซีเซตได โดยปกติฟงกชันคอืฟงกชันที่ใหคากับสมาชิกของเซตหนึ่งไปสูสมาชิกของอีกเซตหนึ่ง 
เชนฟงกชนั “naming” ดังรูปที่ 2.1 
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S1 

S2 

S3 

Bob
Carol
Mary
John
Tom

ฟงกชัน“naming”

A B
 

รูปที่ 2.1 ฟงกชัน “naming” 
  ในรูปที่ 2.1 สมาชิกของเซต B เปนภาพ หรอืคาของสมาชิกของเซต A การใหคานี้ตองมี
ขอบเขตดังนี้  
  1. สมาชิกทุกตัวในเซต A ตองถูกใหคาดวยสมาชิกในเซต B 
  2. มีเพียงแคสมาชิก 1 ตัวใน B ที่ถูกใหคากบั สมาชิกใน A 

  โดยปกติฟงกชัน f จากเซต A ไปยังเซต B เขียนไดเปน f: A→B  และมีไดหลายรูปแบบเชน 
ฟงกชัน onto หมายถึงสมาชิกทุกตัวใน B ถูกใหคากับสมาชิกใน A ฟงกชัน many to one คือฟงกชนั
ที่ มีสมาชิกอยางนอย 2 ตัวใน A มีคาเปนสมาชิกตัวเดียวกันใน B และฟงกชัน one to one คอื 
ฟงกชันที ่สมาชิกใน B ถูกใหคากับสมาชิกใน A ไมมากกวา 1 ตัว 
  ยอนกลับมาที่การอธิบายเซต ใหเซตสากลเปน X และให A เปนซับเซตใดๆของ X ดังนัน้

ฟงกชันลักษณะของเซต A สําหรับสมาชิก x ใดๆใน X  (XA(x) ) คือ  

     ( )
⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
Axถา0

ถา1 Ax
xAX  (2.1) 

        
 ตัวอยาง 2.2 ใหเซต A เปนเซตของจํานวนจริงต้ังแต 5 ถงึ 10 ฟงกชนัลกัษณะของเซต A คือ 

     ( )
⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
ที่เหลือ0

105ถา1 x
xAX  (2.2) 

  และแสดงไดดังรูปที่ 2.2 

5 100 

1 

XA(x) 

 
รูปที่ 2.2 ฟงกชันลักษณะของเซต A 

       
  เม่ืออธิบายหรอืแทนเซตดวยวิธีนี้ เราสามารถอธิบายแนวคิดตางๆของเซตฟงกชนัไดเชน 

A⊆B ก็ตอเมื่อ XA(x) ≤ XB(x) สําหรับทุก x ที่เปนสมาชิกของ X  และการดําเนินการตางๆของเซตก็
สามารถอธิบายไดดังนี้ 
      ( ) ( )xx AA XX −= 1  (2.3) 

      XA∪B(x) = max(XA(x), XB(x)) (2.4) 
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      XA∩B(x) = min(XA(x), XB(x)) (2.5) 
 

5  1 5   0   

1   

X A ( x )   

 
(ก) 

10 20  0 

1 

XB(x)

 
(ข) 

รูปที่ 2.3 ฟงกชันลักษณะของเซต (ก) A และ (ข) B 

5  2 0  0   

1   

X A∪B ( x )   

 
(ก) 

10 15  0 

1 

XA∩B
(x)

 
(ข) 

รูปที่ 2.4 ฟงกชันลักษณะของ (ก) A∪B และ (ข) A∩B 
 

        
 ตัวอยาง 2.3 ใหเซต A เปนเซตของจํานวนจริงต้ังแต 5 ถึง 15 ดังรูปที ่2.3(ก) และ เซต B เปน

เซตของจํานวนจริงต้ังแต 10 ถึง 20 ดังรูปที่ 2.3(ข) และ รูปที่ 2.4 แสดงฟงกชันลักษณะของ A ∪ B 

นั่นคือจํานวนจริงต้ังแต 5 ถงึ 20 เปนสมาชิกของ A ∪ B และฟงกชนัลักษณะของ A ∩ B ซึ่งมี

ความหมายวาจํานวนจริงต้ังแต 10 ถึง 15 เปนสมาชิกของ A ∩ B นั่นเอง 
        
  สวนแนวคิดอื่นๆเชน linear ordering หรือ total ordering ของเซตคือ เลขจํานวนจริงใดๆ 2 

ตัวเลขที่สามารถถูกจัดลําดับโดยที่สามารถใช การแสดงออกของ ≤ โดยที่เลขจํานวนจริงนั้นๆอยูใน

เซตของเลขจํานวนจริงทีถู่กแทนดวย ℜ และถูกแสดงบนเสนจํานวนจริง  

  เซตของจุดใดๆที่อยูระหวาง จุด a และ b ของจํานวนจรงิที่ a ≤ b ถูกเรียกวาชวง (interval) 

โดยที่ชวงปด (close interval) คือ [a, b] คอืชวงหรอืเซตของทุกๆจุดทีอ่ยูระหวาง a และ b รวมทั้ง a 

และ b ชวงเปด (open interval) คือ (a, b) คือชวงหรอืเซตของทุกๆจุดที่อยูระหวาง a และ b  ไม

รวมทั้ง a และ b และชวงเปดครึ่ง (half-open interval) คือ [a, b) คือชวงหรอืเซตของทุกๆจุดทีอ่ยู
ระหวาง a และ b รวมทั้ง a และ (a, b] คือชวงหรือเซตของทุกๆจุดที่อยูระหวาง a และ b รวมทั้ง b  
  
 2.3.4 คารทีเชียนโพรดักส (Cartesian Product) 

  คารทีเชียนโพรดักส ของเซตของจํานวนจรงิ 2 เซตถูกแทนดวย ℜ×ℜ เปนระนาบที่มี 2 มิติ 
(dimension) ใน ยูคริเดียนสเปซ (Euclidean space) และถูกแสดงใน คารทีเชียนโคออดิเนต 
(cartesian coordinate) หรอื แกน x-y แตถาเปนคารทีเชยีนโพรดักส ของเซตของจํานวนจริง n เซต 

โดยที่ n ≥ 1  ถูกเรียกเปน n มิติ ใน ยูคริเดียนสเปซ  
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  คารทีเชียนโพรดักส ของเซต A และเซต B คือ  

     A × B ={<a, b> | a ∈ A และ b ∈ B } (2.6) 

โดยที่ <a, b> ≠ <b, a> สมมุติให A = {J, B, S} และ B = {L, M, D} คารทีเชียนโพรดักสของ A 

และ B คือ A × B = {<J,L>, <J,M>, <J,D>, <B,L>, <B,M>, <B,D>, <S,L>, <S,M>, <S,D>} 
 
 2.3.5 คอนเวกซิต้ี (Convexity) 
  ซับเซต A ใดๆในยูคริเดียนสเปซจะ คอนเวกซ (convex) เม่ือมีเสนตรงที่ลากระหวางจุดใดๆ

ในเซต อยูในเซตดวยหรืออีกนัยหนึง่คือ เซต A จะคอนเวกซก็ตอเมือ (iff) Asr ∈GG,  และ λ ใดๆที่

เปนสมาชิกของ [0,1] แลว ( ) Asr ∈−+ GG λλ 1   

  ในยูคริเดียนสเปซ 1 มิติ เวกเตอร r และ  s เปนแคจํานวนจริงคาหนึ่ง และสมมุติให r ≤ s 

เม่ือ λ = 0 จะได λr + (1-λ)s = s และเมื่อ λ = 1 จะได λr + (1-λ)s = r ดังนั้นถา λ อยู
ระหวาง 0 และ 1 เราจะไดจุดที่อยูระหวาง r และ  s ดังเชนรูปที่ 2.5 ซึง่แสดงถึงคอนเวกซิต้ีของเซต  

[-2,3] จะเห็นไดวาซับเซตที่คอนเวกซในเสนจํานวนจริงตองเปนชวงของจํานวนจริง ดังนั้น [0,1] ∪ 

[2,3] จะเปนเซตที่คอนเวกซหรือไม 

-1-2 0 21 3

λ = 1
λ = 0.8

λ = 0.5 λ = 0

 
รูปที่ 2.5 λr + (1-λ)s ในยูคริเดียนสเปซ 1 มิติของชวงหรอืเซต [-2,3] 

  สําหรับเซตที่อยูใน 2 มิติ เวกเตอร r และ  s จะเปนจุดใน 2 มิติ โดยที่ rG  =<rx, ry> และ sG

=<sx, sy> และ ( )sr GG λλ −+ 1  จะเปนเสนที่ลากระหวางทั้งสองจุดนั่นเองเชน rG  = <3,2> และ sG  

= <9,8> และเสน ( )sr GG λλ −+ 1  แสดงในรูปที่ 2.6 จะเห็นไดวาที่ λ =0.5 จุดบนเสนตรงคือ 
<6,5> นั่นเอง 

sy 

ry 

rx sx

λ = 0.5 

<3,2>

<9,8>

( )sr GG λλ −+ 1

 
รูปที่ 2.6 λ rG  + (1-λ) sG  ในยูคริเดียนสเปซ 2 มิติ 
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  ถาเปน n มิติ 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nr

r

r

r
#

G 2

1

หรือเทากับ (ri | i∈Nn) และ 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

ns

s

s

s
#

G 2

1

 หรือเทากับ (si | i∈Nn) 

โดยที่ Nn ={1,2,...,n} และถาเซต A ใดๆคอนเวกซ แลว ( )( )nii Nisrt ∈−+= |1 λλG
 

สําหรับ λ ใดๆที่อยูในชวง [0,1] จะอยูในเซต A ดวย ตัวอยางที่แสดงในรูปที ่2.7 แสดงถึงเซตที่คอน
เวกซและไมคอนเวกซ 

เซตที่คอนเวกซ

เซตที่ไมคอนเวกซ

 
รูปที่ 2.7 เซตที่คอนเวกซและไมคอนเวกซ 

 
 2.3.6 พารทิชัน (Partition) 

  ใหเซต A เปนเซตไมวางแลวพารทิชันของ A (Π(A)) จะเปนครอบครัวของซับเซตของ A ที่
ไมมีสมาชิกรวมนั่นคือยูเนียนของเซตที่อยูในครอบครัวนี้จะทําใหไดเซต A  

      ( ) { }AAIiAA ii ⊆∉∈=∏ φ,  (2.7) 

จะถูกเรียกวาพารทิชันของ A ก็ตอเม่ือ (iff) AA
Ii

i =
∈
∪  และ Ai ∩ Aj= ∅  

  ซับเซต Ai ในพารทิชันมักถกูเรียกวา บล็อก (block) ของพารทิชันนั้น เชนเซตของนักเรียน

สามารถถูกพารทิชันเปน 2 ซบัเซตคือ นักเรยีนหญงิและนกัเรียนชาย พารทิชัน Π1(A) เปนพารทิชัน
ที่แบงละเอียด (refinement) ของพารทิชัน Π2(A) ไดถาทุกบล็อกที่อยูในพารทิชัน Π1(A) อยูใน
บล็อกของพารทิชัน Π2(A) เชนแตละบล็อกในพารทิชันของนักเรียน ({นักเรียนหญิง, นักเรียนชาย}) 
ที่กลาวขางตนอาจถูกแบงละเอียดออกเปนบล็อกเล็กๆได 
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แนวคิดเบื้องตนและคุณสมบัติของฟซซีเซต 
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  ในบทนี้จะกลาวถึงแนวคิดตางๆไมวาจะเปนฟซซีเซตแบบปกติและแบบพิเศษตางๆ รวมถงึ
นิยามพื้นฐานตางๆที่เกี่ยวกับฟซซีเซต เพือ่นํามาใชในบทอื่นๆตอไป 
  ขอบเขตของเซตดั้งเดิมตองมีความคมชัด ดังนัน้คาความเปนสมาชิกจึงตองมีความแนนอน 
นั่นคือ เปนหรอืไมเปนสมาชิกของเซต ขอบเขตที่คมชัดนี้ถูกแสดงในลอจิกแบบดั้งเดิมเชนกัน นั่นคือ
คุณสมบัติของพจนแตละพจนจะเปนจริงหรอืไมจริง แตอยางไรก็ตามเซตและพจนโดยทั่วไปไมไดมี
คุณสมบัตินี้ตลอดไป ยกตัวอยางเชน เซตของคนสูงไมมีขอบเขตที่แนนอน นั้นคือเสนแบงระหวาง
ความสูงเพื่อเปนการแบงระหวางคนสูงกับคนไมสูงที่จริงเปนขอบเขตเทียมที่สรางขึ้นมาเทานั้น และ
โดยปกติจะแทนความคิดที่วาใครควรจะอยูในเซตของคนสงู เชน คนที่มีความสูง 1.79 เมตร และ 1.80 
เมตร คนไหนเปนคนสูง และคนไหนไมเปนคนสูง 
  เม่ือพิจารณาคุณสมบัติหลายคุณสมบัติของคริสปเซต (crisp set) หรือเซตดั้งเดิม และ
ความสัมพันธระหวาง คริสปเซต ที่มีตอกัน จะเห็นไดวามีบางคุณสมบัติที่ขึ้นอยูกับลักษณะของ
ขอบเขตที่คมชดั เชน กฎของความขัดแยง (law of contradiction) ของพจนเปนการยืนยันความจรงิ

และปฏิเสธพจนนั้นในเวลาเดียวกัน (p∧~p) ถาเปนกฎของเซตจะเปนการบอกวา สมาชิกใดๆไม
สามารถอยูในเซตและอยูในคอมพลีเมนต (complement) ของเซตนั้นพรอมกันได ( φ=∩ AA ) 
สวนกฎนิรมัชฌิม (law of excluded middle) ของพจนเปนการบอกวาพจนใดๆสามารถมีความจริงที่

เปนจริงหรือไมจริงแตไมสามารถเปนทั้งสองอยางได (p∨~p) และถาเปนกฎในเซตเปนการบอกวาคา
ใดๆเปนไดแคสมาชิกของเซตหรือคอมพลีเมนต (complement)ของเซตนั้นเทานั้น ( XAA =∪ )  
  ซึ่งในชีวิตประจําวันประโยคที่เปนจริงหรือเท็จไมมีอยูจริง ตัวอยางเชนประโยค ‘เจเปนคน
แข็งแรง’ ไมสามารถบอกไดวาเปนจริงหรือเท็จ ถาไมใชเพราะวา เจเปนนักกีฬา หรือเปนคนปวยหนกั 
เราเพียงแคบอกไดวาประโยคนี้มีความเปนจริงไมมากก็นอย (more or less) เพราะเราไมสามารถรูถึง
เสนแบงระหวาง แข็งแรง และไมแข็งแรง เซตคนแข็งแรงในเซตดั้งเดิม จะมีอยูจริงถามีสมมุติฐานที่
สําคัญและทําใหเกิดเสนแบงที่ชัดเจน 
  ความคลุมเครือและความไมแนนอนเปนปญหาสําคัญในปญญาประดิษฐ (Artificial 
Intelligence) ตัวอยางเชนคนบอกวา หนาผาอันตรายและคนสามารถบอกไดวาที่ตรงไหนเปนหนาผา 
แตการที่เราจะทําใหหุนยนตมีความสามารถเชนเดียวกับมนุษยเปนส่ิงที่ยากเนื่องจาก คําวาใชหรือ
ไมใชในลอจิกแบบดั้งเดิมเปนหนึ่งในปญหาที่เกิดขึ้น แตถาเราใหขอบเขตไมคมชัดได กฎของความ
ขัดแยง และกฎนิรมัชฌิมจะไมเปนจริงอีกตอไปนั่นคือเราสามารถพูดไดวาคนคนนี้เปนคนสูงถึงระดบั 
(degree) หนึง่และไมสูงถึงระดับหนึ่ง ซึ่งอาจเปนส่ิงที่ตองการ 
 
3.1 ฟงกชันสมาชิก (Membership Functions) 
  สมาชิกของฟซซีเซตเปนเรื่องของระดับ (degree) เชนคนคนหนึ่งเปนสมาชิกของเซต ‘คนสูง’ 
ถึงระดับ (degree) ที่คนคนนัน้มีคุณสมบัติเขาขายของแนวคิดของ ‘สูง’ หรือกลาวอีกนยัหนึ่งคอื ระดับ
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ของสมาชิก ของแตละสมาชิกในฟซซีเซตบงบอกถึง ระดับของความใชแทนกันได (degree of 
compatibility) ของสมาชิกตอแนวคิดที่แทนฟซซีเซตนั้น 
  ฟซซีเซต A ถกูกําหนดบนเซตสากล (universal set) X โดยเปนฟงกชันแบบเดียวกับฟงกชัน

ลักษณะ ซึ่งถกูเรียกวาฟงกชันสมาชิก (membership function) ที่จะใหคาเปนตัวเลข (A(x))  กับ

สมาชิก x ในเซต X ซึ่งตัวเลขนี้เปนสมาชิกของชวงปด [0,1] ซึ่งเปนคาที่บอกลักษณะของระดับของ
สมาชิก x ใน A  

      A: X → [0,1] หรือ μA: X → [0,1] (3.1) 
ฟงกชันลักษณะนี้แสดงในรูปที่ 3.1 

 x1 
x2 

xn 

…
 

0 1

A
X 

 
รูปที่ 3.1 ฟงกชันสมาชิก A 

ในบางครั้งการแทนฟงกชันสมาชิกแบบรูปดังตัวอยางในรูปที่ 3.2(ก) ซึ่งเปนฟงกชนัสมาชิกของฟซซี
เซต ‘young’ หรือ ตัวอยางในรูปที่ 3.2(ข) เปนการแทนฟงกชันสมาชิกของฟซซีเซตที่มี 2 มิติทีแ่ตละ
มิติมีความสัมพันธกันเชน เซตของ ‘คนตัวใหญ’ ซึ่งสามารถอธิบายไดดวย สวนสูงและน้ําหนัก โดย
ปกติการแทนแบบนี้ถูกเรียกวาการแทนแบบแผนภาพคอนทัวร (contour diagram) นั่นคือจุดที่อยูใน
วงกลม 0.9 จะมีคาสมาชิกมากกวา 0.9 ที่อืน่ก็เปนเชนเดยีวกัน 

สวนสูง 

น้ําหนัก 

0.9 

0.5 

0.3

 
    (ก)                                                    (ข) 

รูปที่ 3.2 ฟงกชันสมาชิกของฟซซีเซต ‘young’ 
  อีกตัวอยางของการแทนแบบรูปคือ สมมุติให เซตสากล (universal set) ประกอบดวย ระดับ
ของการศึกษา 7 ระดับดังตารางที่ 3.1 ในชีวิตปจจุบันคนมักจะพูดวามีการศึกษาสูง หรอืตํ่า ซึ่งจาก
การพูดแบบนีแ้สดงใหเห็นความคลุมเครือในภาษาเชนกัน ถาเราพยายามจะอธิบายความคลุมเครือ
เหลานี้ดวย ฟงกชันสมาชกิ ‘การศึกษานอย’ ‘การศึกษาสูง’ ‘การศึกษาสูงมาก’ ดังรูปที่ 3.3 ซึ่ง
พยายามอธิบายแนวคิดเรื่องการศึกษา เชนถาคนที่จบปริญญาตรีจะเทยีบเทากับมีคาความเปนสมาชิก 
0.8 ในฟซซีเซต ‘การศึกษาสูง’ และมีคาความเปนสมาชิก 0.5 ในฟซซีเซต ‘การศึกษาสูงมาก’ นี่แสดง
ใหเห็นวาคนทีจ่บปริญญาตรมีีการศึกษาในระดับที่ดีแตเนื่องจากมีปริญญาที่สูงกวาอีก 2 ระดับทําให 
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ฟซซีเซต ‘การศึกษาสูง’ มีความเหมาะสมกับปริญญาตรีมาก ในขณะที่ ฟซซีเซต ‘การศึกษาสูงมาก’ มี
ความเหมาะสมนอยลงไป 

ตารางที่ 3.1 เซตของยูนิเวอรส 
เลขหมาย ระดับการศึกษา 

0 ไมมีการศึกษา 
1 ประถมศึกษา 
2 มัธยมศึกษา 
3 หลักสูตรวิชาชีพขั้นสูง 
4 ปริญญาตร ี
5 ปริญญาโท 
6 ปริญญาเอก 

 

 
รูปที่ 3.3 ฟงกชันสมาชิกของฟซซีเซต ‘การศึกษานอย(ο)’ ‘การศึกษาสูง(×)’ ‘การศึกษาสูงมาก(◊)’ 

  รูปรางที่แนนอนของการเปลีย่นแปลงของคาความเปนสมาชิกจาก 0 ไป 1 ในฟซซีเซตตางๆ 
มีรูปรางที่ไมใชส่ิงที่ตองคํานึงถึงมากเนื่องจากเราไมรูแนนอนเกี่ยวกับการเปลี่ยนแปลงใหเปนไปตาม
ความหมายในภาษาในแตละใจความ ดังนั้นรูปรางจะเปนไปตามประสบการณวาคํานั้นถูกใชอยางไรใน
ใจความนั้น และในหลายงานหรอืการประยุกตใชไมสนใจในรูปรางที่แทจริง ดังนั้นรปูรางของฟซซเีซต
ที่งายจึงถูกใชในงานสวนใหญ 
  นอกเหนือจากการแทนฟงกชนัสมาชิกดวยรูปยังมีการแทนดวยตาราง (tabular) หรอืการ
แสดง (list) เพราะโดยปกติการแทนดวยรปูทําไดถาเปนฟงกชันใน 1 หรือ 2 มิติ ในยูคริเดียนสเปซ 
(Euclidean space) การแทนดวยตารางทําไดเชนตารางที่ 3.2 ซึ่งเปนฟซซีเซต A 

ตารางที่ 3.2 ฟซซีเซต A 
ชื่อนักศึกษา (สัญญลักษณ) คาความเปนสมาชิกในฟซซีเซต A 

Carry (x1) 0.8 
Bill (x2) 0.3 
J-H (x3) 0.5 

Wabei (x4) 0.9 
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การแทนดวยการแสดงของฟซซีเซต A ทําไดโดย A ={<Carry,0.8>, <Bill,0.3>, <J-H,0.5>, 

<Wabei,0.9>} หรือถาใชสัญลักษณจะได A ={<x1,0.8>, <x2,0.3>, <x3,0.5>, <x4,0.9>} แตใน
หลายครั้งเราดวยการแสดงดังสมการที่ 3.2 

      
Wabei

0.9

H-J

0.5

Bill

0.3

Carry

0.8
+++=A  (3.2) 

การแทนดวยสมการที่ 3.2 ไมไดเปนการหารหรือบวกตามความหมายทางคณิตศาสตรจริงเปนเพยีง
แคการแสดงซึง่บงบอกวาแตละตัวมีคาความเปนสมาชิกเปนเชนไรเชน Carry มีคาความเปนสมาชิกใน
ฟซซีเซต A เทากับ 0.8 สัญลักษณของฟซซีเซตในกรณีทีเ่ปนดิสครีต (discrete) เปนดังสมการที่ 3.3ก 
และถาเปนตอเนื่อง (continuous) เปนดังสมการที่ 3.3ข 

      ∑=
x

x )(A
A  (3.3ก) 

      ∫=
x

x

x )(A
A  (3.3ข) 

  นอกเหนือจากการแทนดังที่กลาวแลวยังมีการแทนดวยเรขาคณิต (geometric) สมมุติให  

X={x1, x2,... xn} โดยที่แตละ x ถูกมองเปนพิกัด (coordinate) ใน n มิติในยูคริเดียนสเปซ ถาจํากัด

พิกัดใหอยูในชวงปด [0,1] เราจะไดซับเซตของยูคริเดียนสเปซ ที่เรียกวา n มิติ ในหนวยลูกบาศก 

(unit cube) แตละจุดที่อยูในหนวยลูกบาศก ถูกอธิบายดวยคาใน n พิกัดนั้น เชน X = {x1, x2} ดังรปู
ที่ 3.4 

(1,0)

(1,1)

(0,0) 

(0,1) 

empty set 

universal set

0.5

0.3 A

x1

x2 

 
รูปที่ 3.4 การแทนดวยเรขาคณิต 

จากรูปที่ 3.4 ฟซซีเซต A = 0.5/x1 + 0.3/x2 และฟซซเีซตวางคือจุดที่ (0,0) และ ฟซซีเซตของเซต
สากล คือจุดที่ (1,1) นั่นเอง ฟซซีพาวเวอรเซต (power set) ( )(~ XP ) คือเซตของฟซซีเซตทุกฟซซี
เซตบน X ไมจําเปนตองมีจํานวนจํากัด หรือทุกจุดที่อยูในกรอบ เชนทกุจุดในกรอบในรูปที่ 3.4  โดย

ปกติ )(~ XP  คือ [0,1]n = In  
  การแทนในรูปแบบสุดทายคือการแทนโดยใชการวิเคราะห (analytic) โดยปกติการแทนแบบนี้
จะใชเม่ือเซตสากล มีสมาชิกไมจํากัดดังตัวอยางที่ 3.1 
        
 ตัวอยางที่ 3.1 ฟซซีเซต A หรือ ‘ประมาณ 6’ สามารถเขียนไดดังรูป 3.5 
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รูปที่ 3.5 ฟงกชันสมาชิกของฟซซีเซต ‘ประมาณ 6’ 

โดยที่เขียนเปนสมการไดดังตอไปนี้ 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤−
≤≤−

=
else0

767

655

)( xx

xx

xA  (3.4) 

        
  โดยปกติแลวฟงกชันที่มีรูปรางเปนสามเหลี่ยมที่สมมาตรดังรูป 3.6(ก) สามารถแทนไดดวย
ฟงกชันในสมการที่ 3.5 
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a 
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s s
 

a b c d 
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     (ก)                                             (ข) 

b

c 

 
(ค) 

รูปที่ 3.6 (ก) ฟงกชันรูปสามเหลี่ยม (ข) ฟงกชันรูปส่ีเหล่ียมคางหมู (trapezoidal) (ค) ฟงกชันระฆัง
ควํ่า (Bell-shaped) 
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และฟงกชันทีมี่รูปรางเปนส่ีเหล่ียมคางหมู (trapezoidal) ซึ่งในบางครั้งอาจเขียนไดเปนฟซซีเซต (a, b, 
c, d) ดังรูปที่ 3.6(ข) สามารถแทนไดดวยฟงกชันในสมการที่ 3.6 
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ยังมีฟงกชันในรูปแบบระฆังควํ่า (Bell-shaped) ดังรูป 3.6(ค) ซึ่งถูกใชในหลายงาน โดยที่เขียนในรปู
สมการไดดังนี้ 

      
( )

b

ax

cex

2

)(
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=A  (3.7) 
 
3.2 ฟซซีเซตรปูแบบอื่น 
 
 3.2.1 ฟซซีเซตแบบชวง (Interval-Valued Fuzzy Sets) 
  ฟซซีเซตที่จะกลาวถึงในหัวขอนี้เปนฟซซีเซตที่แตละสมาชิกในเซตมีคาความเปนสมาชิกเปน
ชวงปดของจํานวนจริงที่มีคาขอบเขตลางและขอบเขตบน ไมใชตัวเลขดังเชนฟซซีเซตในหัวขอที่แลว 
นั่นคือ 
      ])1,0([: ε→XA  (3.8) 

โดยที่ ε([0,1]) เปน ครอบครัว (family) ของ ชวงปดของจํานวนจริงทั้งหมดใน ชวง [0,1] นั่นคอื 

ε([0,1]) ⊂ P([0,1]) ตัวอยางของฟซซีเซตแบบชวงแสดงในรูป 3.7 จากตัวอยางในรูป คาความ

เปนสมาชิกของ a (A(a)) มีคาเทากับ [α1, α2]  ฟซซีเซตแบบนี้จะไมจําเพาะ (specific) ดังเชนฟซ
ซีเซตปกติ แตอยางไรก็ตามฟซซีเซตแบบนี้ถูกใชในงานหลายๆอยาง แตขอเสียคอื เสียเวลาในการ
ทํางานกับฟซซีเซตแบบนี้มาก 

a

α1 

α2 

A(x) 

 
รูปที่ 3.7 ฟซซเีซตแบบชวง 
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 3.2.2 ฟซซีเซตแบบ ชนิดที่ 2 (Type-2 Fuzzy Sets) 
  ฟซซีเซตแบบนี้เปนฟซซีเซตที่มีคาความเปนสมาชิกเปนฟซซีเซตนัน่คือ 
      ])1,0([~: P→XA  (3.9) 

โดยที่ ])1,0([~P  เปนเซตของ ฟซซีเซตปกติที่ถูกนิยามใหอยูในเซตสากล (universal set) [0,1] ดังนั้น
เราสามารถเรียก ])1,0([~P  ไดอีกอยางหนึ่งวาฟซซพีาวเวอรเซต ของ [0,1] ดังรปูที่ 3.8 

a
α1 

α2 

A(x) 

α3 

α4 

y 

Ia(y) 

β1

β2

β3

β4

y

Ib(y) 

b

1 

1 
 

รูปที่ 3.8 ฟซซเีซตแบบชนิดที่ 2 (type-2 fuzzy set) 

  จากตัวอยางในรูปที่ 3.8 คาความเปนสมาชิกของ a เปนฟซซีเซต (α1, α2, α3, α4) และ

ความเปนสมาชิกของ b เปนฟซซีเซต (β1, β2, β3, β4) นอกเหนือจากฟซซีเซตแบบชนิดที่ 2 แลวยัง
มีฟซซีเซตแบบชนิดที่ 3 หรอืที่สูงกวา 3 ได โดยการเวียนเกิด (recursive) ในรูปแบบที่กลาวมาแลว 
 
 3.2.3  ฟซซีเซตแบบระดับที่ 2 ( Level 2 Fuzzy Sets) 
  ฟซซีเซตแบบนี้มีขึ้นมาใชกับเหตุการณที่แตละองคประกอบของเซตสากลไมสามารถถูกระบุ
ไดแนนอน นั่นคือ แตละองคประกอบเปนฟซซีเซต และฟงกชันสมาชิกมีรูปแบบดังนี้คอื 
      ( ) ])1,0([~: →XPA  (3.10) 
โดยที่ ( )xP~  เปนฟซซีพาวเวอรเซตของ X ตัวอยางของฟซซีเซตแบบระดับที่ 2 เปนดังรูปที่ 3.9 

‘Young’ 

‘C
hil

d’ 

‘T
ee

na
ge

’ 

 0

‘Child’

5 10 15 age  
    (ก)                                                   (ข) 

รูปที่ 3.9 ฟซซเีซตแบบระดับที่ 2 ‘Young’ และ ‘Child’ 
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  จากตัวอยางในรูปจะเห็นวาฟซซีเซต ‘Young’ เปนฟซซีเซตของเซตสากล {‘Child’, 

‘teenage’} ซึง่เห็นไดวา ‘Child’ และ ‘teenage’ เปนฟซซีเซตที่ถูกกําหนดใหอยูในเซตสากลของอาย ุ

{0,1,2,... } และเชนเดียวกับฟซซีเซตแบบชนิดที่ 2 ฟซซีเซตแบบนีส้ามารถมีระดับที่สูงๆขึ้นไปได
และมีวิธีแบบเวียนเกิดเชนเดียวกัน 
 
3.3 การสรางฟซซีเซต 
  โดยปกติแลวมีวิธีการสรางฟซซีเซตหลายรปูแบบ และในการทํางานหลายครั้งการสรางเกิด
จากสอบถามผูเชี่ยวชาญ แตถามีผูเชี่ยวชาญมากกวา 1 คน เราสามารถทําการรวมความคิดเหลานั้น
เพื่อสรางระดับของคาสมาชิกที่นาเชื่อถือได 
        
 ตัวอยางที่ 3.2 สมมุติใหคนขับรถ 5 คนคอื สมชาย วรพจน กานต เกิด และ อน และเรามี
กรรมการทั้งหมด 10 คน นัน่คือ r1 r2 จนถึง r10 เราตองการหาคนทีข่ับรถด่ีที่สุด เราจึงทําการถาม
กรรมการทั้ง 10 เกี่ยวกับคนทั้ง 5 วาแตละคน ขับรถดีหรอืไม โดยที่ใหตอบเปน 1 (ใช) และ 0 (ไมใช) 
คําตอบทั้งหมดแสดงในตารางที่ 3.3 

ตารางที่ 3.3 คาํตอบจากกรรมการทั้ง 10 
 สมชาย(x1) วรพจน(x2) กานต(x3) เกิด(x4) อน(x5) 

r1 1 1 1 1 1 
r2 0 0 1 1 1 
r3 0 1 0 1 0 
r4 1 0 1 1 1 
r5 0 0 1 1 1 
r6 0 1 1 1 1 
r7 0 0 0 0 0 
r8 1 1 1 1 1 
r9 0 0 0 1 0 
r10 0 0 0 1 0 

เราสามารถรวมความเห็นทั้งหมดไดโดยการหาสัดสวนของคําตอบ ใชตอสัดสวนทั้งหมดดังนั้นจะได

ฟซซีเซตของคนขับรถดี(A)เปน A = 0.3/สมชาย + 0.4/วรพจน + 0.6/กานต + 0.9/เกิด + 0.6/อน  
        
  ยังมีฟงกชันในทางคณิตศาสตรที่เรานํามาใชในการสรางฟงกชันสมาชิกเชน S-function ซึ่งมี
ลักษณะดังนี้ 
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และ π-function ซึ่งมีลักษณะเปน S-function + ภาพสะทอนของ S-function ทั้ง S- และ π-function 
แสดงในรูปที่ 3.10 

0.5 

a b c 

1 

 
a b c d e f 

0.5

1

 
   (ก)     (ข) 

รูปที่ 3.10 (ก) S-function (ข) π-function 
 
3.4 การดําเนนิการในฟซซเีซต (Operations on Fuzzy Sets) 
  ในหัวขอนี้จะกลาวถึงการดําเนินการตางๆ เชน ฟซซีคอมพลีเมนต (fuzzy complement) ฟซ
ซียูเนียน (fuzzy union) ฟซซีอนิเตอเซกชัน (fuzzy intersection) และคุณสมบัติของการดําเนินการ
เหลานี้  
  ใหฟซซีเซต A ถูกกําหนดใหอยูบนเซตสากล X และ ฟซซคีอมพลีเมนต ( A ) เปนฟซซีเซตใน

เซตสากล X เชนกัน โดยปกติ A(x) บอกถงึระดับของความเปนสมาชิกของ x ใน A ดังนั้น ( )xA  จะ
บอกถึงระดับของความไมเปนสมาชิกของ x ใน A ซึ่งเราสามารถเขียนใหเปนสมการทางคณิตศาสตร

ไดคือ ∀x ∈ X 

      ( )xA = 1 − A(x) (3.12) 
ตัวอยางของฟซซีคอมพลีเมนตแสดงในรูปที่ 3.11 ซึ่ง ‘Inexperience’ เปนฟซซคีอมพลีเมนตของ 
‘Experience’ ฟซซีเซต จากรูปจะเห็นวาที่จํานวนชั่วโมงเทากับ 80 มีระดับความเปนสมาชิกในฟซซี
เซต ‘Inexperience’ เทากับ 0.7 ในขณะที่ระดับความเปนสมาชิกในฟซซีเซต ‘Experience’ เปน 0.3 
ซึ่งจะเห็นไดวา คอมพลีเมนตของฟซซีเซตแตกตางจากในเซตแบบดั้งเดิม นั่นคือคาความเปนสมาชิก
หรือฟงกชันสมาชิกสามารถเหลื่อมกันได 
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รูปที่ 3.11 ฟซซีเซต ‘Experience’ และ ‘Inexperience’ 

  ในกรณีของฟซซียูเนียนมาตรฐานของฟซซเีซต A และ B สามารถเขียนฟงกชนัสมาชิกที่

แสดงถึงคาความเปนสมาชิกของทุก x∈ X ในฟซซียูเนียนไดเปน 

      (A ∪ B)(x) = max[A(x), B(x)] (3.13) 
        
 ตัวอยางที่ 3.3 ให X เปนเซตของคนไขจํานวน n คน โดยที่ชื่อของแตละคนถูกแทนดวยตัวเลข 
1,2,...,n  และใหฟซซีเซต A และ B เปนฟซซีเซตของคนไขที่มี ความดันสูง และไขสูงตามลําดับดังนั้น 

A ∪ B ของคนไขในเซต X แสดงถึง การมคีวามดันสูงหรอืไขสูง 
  คาความเปนสมาชิกของคนไขแตละคนในฟซซีเซตทั้งสามแสดงในตารางที่ 3.4 

ตารางที่ 3.4 คาความเปนสมาชิกของคนไขในฟซซีเซต A B และ A ∪ B 
คนไข A B A ∪ B 

1 1 1 1 
2 0.5 0.6 0.6 
3 1 0.1 1 

# # # # 
n 0.1 0.7 0.7 

        
  กฎนิรมัชฌิม (law of excluded middle) ในเซตแบบดั้งเดิมที่กลาววา XAA =∪  ไมเปน

จริงในกรณีของฟซซียูเนียนมาตรฐานและฟซซีคอมพลีเมนตมาตรฐาน เชนถา A(x) มีคาเทากับ 0.6 

และ ( )xA  จะมีคาเทากับ 0.4 ดังนั้น (A ∪A )(x) จะมีคาเทากับ 0.6 ดังนัน้ x เปนสมาชิกของเซต
สากลดวยคาความเปนสมาชิกที่ไมเทากับ 1 ดังนั้นกฎนี้ไมเปนจริง 
  ในกรณีของฟซซีอนิเตอเซกชันมาตรฐานฟซซีเซต A และ B สามารถเขียนฟงกชนัสมาชิกที่

แสดงถึงคาความเปนสมาชิกของทุก x∈ X ในฟซซีอนิเตอเซกชันไดเปน 

      (A ∩ B)(x) = min[A(x), B(x)] (3.14) 
        
 ตัวอยางที่ 3.4 ให A และ B เปนฟซซีเซตของแมน้ําที่ยาว และแมน้ําที่ใชเดินเรือได ตามลําดับ 

โดยที่เซตสากลเปน {อะเมซอน, ไนล, เจาพระยา, โขง, แมปง} และ A ∩ B เปนฟซซีเซตของแมน้าํที่
ยาวและใชเดินเรือได คาความเปนสมาชิกของแมน้ําในฟซซีเซตทั้งสามแสดงในตารางที่ 3.5 
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ตารางที่ 3.5 คาความเปนสมาชิกของคนไขในฟซซีเซต A B และ A ∩ B 
แมน้ํา A B A ∩ B 

อะเมซอน 1 0.8 0.8 
ไนล 0.9 0.7 0.7 

เจาพระยา 0.8 0.8 0.8 
โขง 0.5 0.6 0.5 
แมปง 0.4 0.3 0.3 

        
  เชนเดียวกับกฎนิรมัชฌิม กฎของความขัดแยง (law of contradiction) ทีก่ลาววา 

φ=∩ AA  ไมเปนจริงสําหรับฟซซีอนิเตอเซกชันมาตรฐานและฟซซคีอมพลีเมนตมาตรฐาน เชนถา 

A(x) มีคาเทากับ 0.6 และ ( )xA  มีคาเทากับ 0.4 ดังนั้น (A ∩A )(x) จะมีคาเทากับ 0.4 ซึ่งแสดง

ใหเห็นวา x ยังเปนสมาชิกของ A ∩A  ถึงระดับหนึ่งซึ่งขัดกับนิยามของฟซซีเซตวางทีก่ลาววา ทุก 

x∈ X จะมีคาความเปนสมาชิกเทากับ 0 เสมอ 
  แตอยางไรก็ตามคุณสมบัติอื่นเชน คอมมิวเททิฟ (commutative) แอสโซสิเอทิวิต้ี 
(associativity) ไอเดมโพเทนซี (idempotency) การกระจาย (distribution) De Morgan’s Law ยังคง
เปนความจริงสําหรับการดําเนินการฟซซีเซตโดยวิธีมาตรฐานเหลานี้ แตถาใชการดําเนินการที่ไมใชวิธี
มาตรฐาน คุณสมบัติเหลานี้อาจจะไมเปนจริงอีกตอไป 
        

 ตัวอยางที่ 3.5 พิสูจนวาคุณสมบัติของการกระจาย (distribution) (A∩(B ∪C) = (A∩B) ∪ 

(A∩ C)) ของการดําเนินการฟซซีเซตโดยวิธีมาตรฐานเปนจริง  

ทําไดโดย   (A∩(B ∪ C))(x) = A(x) ∩ (B ∪ C)(x) 
                             = A(x) ∩ (B(x) ∪ C(x)) 
  เนื่องจากคุณสมบัติของการหา minimum และ maximum ทําให 

          A(x) ∩ (B(x) ∪ C(x)) = ( A(x) ∩ B(x)) ∪ (A(x) ∩ C(x))   
                             = (A ∩ B)(x) ∪ (A ∩ C)(x) 
                             = ((A∩B) ∪ (A∩ C))(x) 
  ทําใหคุณสมบัติการกระจายเปนจริง  
        
  ในเซตแบบดั้งเดิมยังมีการดําเนินการเกี่ยวกบัการเปนเซตยอย(inclusion)และความเทากัน

ของเซต ซึ่งในฟซซีเซตก็มีการดําเนินการเหลานี้เชนกัน นัน่คือ A ⊆ B  ถา A(x) ≤ B(x) สําหรับ
ทุกๆ x และ A = B ถา A(x) = B(x) สําหรับทุกๆ x นั่นเอง 
  นอกเหนือจากการดําเนินการขางตน ยังมีการดําเนินการอีกประเภทหนึ่งที่อาจจะมี
ความสําคัญในการทําอนุมาน (inference) นั่นคือ การดําเนินการเอกภาพ (unary operation) ซึ่งเปน
การจัดการกับฟซซีเซตโดยตรง นั่นคือ 

      Aa(x) = (A(x))a (3.15) 
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  โดยที่ถา a มีคามากกวา 1 จะทําใหฟซซเีซต A มีความเปนจําเพาะ (specific) มากขึ้นเชน 
‘very A’ และถา a มีคานอยกวา 1 จะทําใหฟซซีเซต A มีความเปนจําเพาะ (specific) นอยลงเชน 
‘somewhat A’ ดังแสดงในรูปที่ 3.12 ซึ่งมีฟซซีเซต ‘Old’ ฟซซีเซต ‘Very Old’ ที่มีฟงกชันสมาชิกเปน 
Old2 และ ฟงกชัน ‘Somewhat Old’ ที่มีฟงกชันสมาชิกเปน Old1/2 นั่นเอง 

 

 

‘Old’

‘Very Old’

‘Somewhat 
Old’ 

 
รูปที่ 3.12 ฟงกชันสมาชิกของฟซซีเซต ‘Old’ ‘Very Old’ และ ‘Somewhat Old’ 

 
3.5 คุณสมบัติของฟซซีเซต 
  ในหัวขอนี้จะกลาวถึงคุณสมบัติที่จะถูกกลาวถึงในหนงัสือเลมนี้ นัน่คือ 
  ซัปพอรต (support) ของฟซซีเซต A คือเซตของสมาชิกในเซตสากลที่มีคาความเปนสมาชิก
ในฟซซีเซต A ไมเทากับ 0 

      supp(A) ={x ∈ X | A(x) > 0 } (3.16) 
  ความสูง (height) ของฟซซีเซต A (h(A))คือ คาความเปนสมาชิกที่มากท่ีสุดของ x ใดๆในฟซ

ซีเซต A ถา h(A) = 1 ฟซซีเซตนั้นจะเปน นอรแมล (normal) ฟซซีเซต ถา h(A) < 1 ฟซซีเซตนั้น

จะเปน ซับนอรแมล (subnormal) ฟซซีเซต และถา h(A) > 1ฟซซีเซตนั้นจะเปน ซุปเปอรนอรแมล 
(supernormal) ฟซซีเซต 
  คอร (core) ของฟซซีเซต A คือ เซตของสมาชิกในเซตสากลที่มีคาความเปนสมาชิกในฟซซี

เซต A เทากับ h(A) 
   core(A) ={x ∈ X | A(x) ≥ h(A)} หรอื core(A) ={x ∈ X | A(x) = h(A)}(3.17) 

  α-cut ของฟซซีเซต จากรูปที่ 3.13 ถาเราดูที่ชวงปดของคาความเปนสมาชิก [0.2, 0.6] จะ
เห็นไดวาคาความเปนสมาชิกชวงนี้เปนคาความเปนสมาชิกของชวงปด [30, 50] และเชนเดียวกันกบั
ที่คาความเปนสมาชิก ≤ 0.8 เปนคาความเปนสมาชิกของชวงปด [0,60] สําหรับชวงอื่นๆก็
เชนเดียวกัน ดังนั้นอาจกลาวไดวา ฟซซีเซตโดยปกติจะมีตัวรวมเปนครอบครัวของซบัเซตแบบดั้งเดิม 
(family of crisp subsets) ของ X เสมอ 
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รูปที่ 3.13 ฟซซีเซต E  

  ดังนั้นที่คาความเปนสมาชิกที่มากกวาหรือเทากับ คาใดๆ (α) ที่อยูในชวงปด [0, 1] เราจะ
ไดเซตแบบดั้งเดิม αA (α-cut ของ A)  

      αA ={x ∈ X | A(x) ≥ α} (3.18) 

  จากรูปที่ 3.13 0E = [0,100] หรือ 0.2E = [30,100] หรือ 1E = [70,100] จากรูปเรา
สังเกตเห็นไดวา ถา α1 < α2 แลว 

α1A ⊇ α2A และ α1A ∩ α2A = α2A ในขณะเดียวกัน 
α1A∪α2A=α1A  

  นอกเหนือจาก α-cut ที่กลาวมาขางตนยังมี α-cut แบบเขม (strong α-cut) นั่นคือเซตที่มี

แตสมาชิกที่มีคาความเปนสมาชิกมากกวาคา α เทานั้น นั่นคือ 

      α+A ={x ∈ X | A(x) > α} (3.19) 

  จากรูปที่ 3.13 0+E = (20,100] หรือ 0.2+E = (30,100] หรอื 1+E = ∅ แตอยางไรก็ตาม

คุณสมบัติอื่นยังคงอยูนัน่คือ ถา α1 < α2 แลว 
α1+A ⊇ α2+A และ α1+A ∩ α2+A = α2+A ใน

ขณะเดียวกัน α1+A ∪ α2+A = α1+A 

  เซตระดับ (level set) ของฟซซีเซต A คือเซตของ α-cut เดนๆของฟซซีเซต A นัน่คอื 

      LA = ∧A ={α | A(x) = α; ∃x ∈ X} (3.20) 

  ถาตองการแปลง α-cut ใหเปนฟซซีเซตชนิดพิเศษ αA ทําไดโดย 

      αA(x) = α(αA(x)) (3.21) 
        

 ตัวอยางที่ 3.6  ให A = 0.2/x1 + 0.4/x2 + 0.6/x3 + 0.8/x4 + 1/x5 และ LA = {0.2, 0.4, 0.6, 

0.8, 1} 
0.2A = {x1, x2, x3, x4, x5} = 1/ x1 + 1/ x2 + 1/ x3 +1/ x4 +1/ x5  

0.4A = 0/ x1 + 1/ x2 + 1/ x3 +1/ x4 +1/ x5  
0.6A = 0/ x1 + 0/ x2 + 1/ x3 +1/ x4 +1/ x5 
0.8A = 0/ x1 + 0/ x2 + 0/ x3 +1/ x4 +1/ x5 
1A = 0/ x1 + 0/ x2 + 0/ x3 +0/ x4 +1/ x5 

แปลง α-cut เหลานี้ใหเปนฟซซีเซตจะได 
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0.2A = 0.2/ x1 + 0.2/ x2 + 0.2/ x3 +0.2/ x4 +0.2/ x5 

0.4A = 0/ x1 + 0.4/ x2 + 0.4/ x3 +0.4/ x4 +0.4/ x5  

0.6A = 0/ x1 + 0/ x2 + 0.6/ x3 +0.6/ x4 +0.6/ x5 

0.8A = 0/ x1 + 0/ x2 + 0/ x3 +0.8/ x4 +0.8/ x5 

1A = 0/ x1 + 0/ x2 + 0/ x3 +0/ x4 +1/ x5 
        
  ทฤษฎีการแยก (Decomposition Theorem) ของฟซซีเซต จากตัวอยางที่ 3.6 จะเห็นไดวา 

ถาเราทําการยูเนียน ฟซซีเซตพิเศษ (0.2A ∪ 0.4A ∪ 0.6A ∪ 0.8A ∪ 1A) เขาดวยกันจะไดฟซซีเซต 
A กลับมา การทําแบบนี้เปนไปตามทฤษฎีที่จะกลาวถึงตอไปนี้คือ 
  ทฤษฎทีี่ 3.1 กลาววาสําหรับฟซซีเซต A ใดๆที่เปนสมาชิกของ ( )xP~  ฟซซพีาวเวอรเซต
ของ X จะไดวา 

      
[ ]
∪

1,0∈
=
α

α AA  (3.22) 

โดยที่ αA ถกูนิยามดังสมการที่ 3.21 และการยูเนียนเปนการยูเนียนดวยวิธีมาตรฐาน ตัวอยางของ

ทฤษฎีนี้แสดงในรูปที่ 3.14 ซึง่แสดงแค α-cut ของคา α 3 คาเทานั้น และ A เกิดจากการยูเนียน αA 

สําหรับ ทุกๆ α 
  ทฤษฎทีี่ 3.2 กลาววาสําหรับฟซซีเซต A ใดๆที่เปนสมาชิกของ ( )xP~  ฟซซีพาวเวอรเซต
ของ X จะไดวา 

      
[ ]
∪

1,0∈
+=

α
α AA  (3.23) 

โดยที่ α+A ถูกนิยามเปน α+A(x) = α(α+A(x)) และการยูเนียนเปนการยูเนียนดวยวิธีมาตรฐาน 

α 

γ 
β 

αA
γA

βA  
รูปที่ 3.14 ตัวอยางของทฤษฎีที่ 3.1 

  ทฤษฎทีี่ 3.3 กลาววาสําหรับฟซซีเซต A ใดๆที่เปนสมาชิกของ ( )xP~  ฟซซพีาวเวอรเซต
ของ X จะไดวา 

      ∪
A

AA
∧∈

=
α

α  (3.24) 
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โดยที่ ∧A เปนเซตระดับของฟซซีเซต A และ αA ถูกนยิามดังสมการที่ 3.21 และการยูเนียนเปนการ

ยูเนียนดวยวิธีมาตรฐาน ตัวอยางของทฤษฎีนี้แสดงในรูปที่ 3.15 ซึ่งในรูป ∧A = {0, 0.3, 0.6, 1} 

และ 0A = ∅ ดังนั้น A จึงถูกแทนไดดวย 0.3A 0.6A และ 1A นั่นเอง 
  คอนเวกฟซซีเซต (Convex Fuzzy Set) ฟซซีเซต A คอนเวกก็ตอเม่ือ 

A( ( )sr GG λλ −+ 1 )≥min(A( rG ), A( sG )) นั่นคือคาความเปนสมาชิกของจุดที่อยูบนเสนที่ลาก
ระหวางจุด rG  และ sG  มากกวาหรือเทากับคาความเปนสมาชิกที่นอยที่สุดของทั้งสองจุดดังรูปที่ 3.16 
ที่แสดงแผนภาพคอนทัวร (contour diagram) และเสนประแสดงคาความเปนสมาชิกของจุดที่อยู
ระหวาง rG  และ sG  จะเห็นไดวา แผนภาพคอนทวัรในรูปที่ 3.16(ก) แสดงคอนเวกฟซซีเซตเพราะไมมี
จุดบนเสนประที่มีคาความเปนสมาชิกนอยกวา rG  และ sG  และรูปที่ 3.16(ข) แสดงฟซซีเซตที่ไมคอน
เวกเพราะมีบางจุดบนเสนที่หลุดออกไปจากคอนทัวรนั่นคอืมีคาความเปนสมาชิกเทากับ 0 ซึ่งนอยกวา
ของ rG  และ sG หรอืถาจะทําใหการพิจารณาคอนเวกฟซซีเซตงาย เราสามารถใชคุณสมบัติของ เซต

ด้ังเดิมผานทาง α-cut ได นัน่คือ ถาฟซซีเซต A เปนคอนเวกฟซซีเซต แลว (ก) α-cut ของทุกคา α 

จะตอเนื่องกันตลอด และ(ข) แตละ α-cut จะเปนคอนเวกในแนวคิดของเซตดั้งเดิม 

       

0.3

 

0.3 

0.6 

1.0 

      

0.6

 
    (ก) 

             

1.0

 
                                                            (ข) 
รูปที่ 3.15 ตัวอยางของทฤษฎีที่ 3.3 (ก) ฟซซีเซต A (ข) การแยกของฟซซีเซต A ใหเปน0.3A 0.6A 

และ 1A 
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สวนสูง 

นํ้าหนัก   
0.9   

0.5 

0.3   

rG

sG

 

rG sG

สวนสูง 

น้ําหนัก

 
รูปที่ 3.16 แผนภาพคอนทัวรของ (ก) คอนเวกฟซซีเซต (ข) ฟซซีเซตทีไ่มคอนเวก 

  ตัวเลขฟซซี (Fuzzy Number) คือฟซซเีซตที่เปนคอนเวกฟซซีเซต ตอเนื่องแบบพีซไวส 
(piece-wise continuous) และ นอรแมล (normal) ฟซซีเซต 

  สเกลารคาดินาวริต้ี (Scalar Cardinality) หรือ การนับซิกมา (Sigma Count) (|A|) อธิบาย
ไดดวย 

  ฟซซีเซตไมตอเนื่อง (discrete fuzzy set): ( )∑=
x

xAA  (3.25) 

  ฟซซีเซตตอเนือ่ง (continuous fuzzy set): ( )∫=
x

dxxAA  (3.26) 

  ฟซซีคาดินาวรต้ีิ (Fuzzy Cardinality) A~  อธิบายไดดวย 

      ( ) ααα ∀=AA~  (3.27) 

        

 ตัวอยางที่ 3.7 ฟซซีเซต A แสดงในรูปท่ี 3.17 และ จากรูปจะไดวา |0.4A| = 4, |0.6A| = 3, 

|1.0A| = 1 ดังนั้น 
1

0.1

3

6.0

4

4.0~ ++=A  

        

x1 x2 x3 x4

0.4 

0.6 

1.0 

 
      รูปท่ี3.17 ฟซซีเซตไมตอเนือ่ง 
 
3.6 หลักการการขยาย (Extension Principle) 
  ในการที่จะทําการคํานวณใดๆกับฟซซีเซต เราจําเปนตองฟซซีฟาย (fuzzify) ฟงกชันแบบ
ด้ังเดิม และหลักการในการฟซซีฟายฟงกชันด้ังเดิมนี้เรียกวาหลักการการขยาย (extension principle) 
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 ตัวอยางที่ 3.8 สมมุติใหการกระจายของอายุของพนักงานและเงินเดือนของพวกเขาของบริษัท
แหงหนึ่งเปนดังตารางที่ 3.6 และเราตองการทราบวาเงินเดือนของพนกังานที่ อายุนอย (ฟซซีเซต 
‘young’) เปนเทาไร 

ตารางที่ 3.6 การกระจายของอายุและเงินเดือน 
อายุ(ป) 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 
เงินเดือน 

(×103) 

2.5 2.5 3.0 3.5 3.5 4.0 4.0 4.5 4.5 5.0 

สมมุติใหตารางที่ 3.6 เปนฟงกชันที่สงทอดเซต X ={20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60,65} ไปยัง

เซต Y={2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5} และ ฟซซีเซต ‘Young’ = A = 1/20 + 1/25 + 0.8/30 + 0.6/35 

+ 0.4/40 + 0.2/45 + 0/50 + 0/55 + 0/60 + 0/65 ตองการหาฟซซีเซต B ซึ่งเปนฟซซีเซตของ
เงินเดือนของคนอายุนอย 

  ฟซซีเซต B จะขึ้นกับ ฟซซีเซต A โดยฟงกชัน f สําหรับทุก x ใน X .ให y ใน Y เปน y=f(x) 
ซึ่งมีคาตามตารางที่ 3.6 ดังนัน้ความสัมพันธของทั้งสองเปน 

      
( )
( )xf

xA
B =  (3.28) 

จะไดวา B = 1/f(20) + 1/f(25) + 0.8/f(30) + 0.6/f(35) + 0.4/f(40) + 0.2/f(45) + 0/f(50) 
+ 0/f(55) + 0/f(60) + 0/f(65) = 1/2.5 + 1/2.5 + 0.8/3 + 0.6/3.5 + 0.4/3.5 + 0.2/4 + 

0/4 + 0/4.5 + 0/4.5 + 0/5 
จากฟงกชันสมาชิกของ B จะเห็นวาเงินเดือนเดียวกันเกี่ยวของกับอายุมากกวา 1 อายุ เชนที่เงินเดือน 
3.5 เกี่ยวของกับพนักงานทีมี่อายุ 35 และ 40 ซึ่งมีคาความเปนสมาชิกเปน 0.6 และ 0.4 และเนื่องจาก
ธรรมชาติของการเลือก (disjunctive) เราสามารถหาคาที่มากที่สุดไดดังนั้น  

     B = 1/2.5 + 0.8/3 + 0.6/3.5 + 0.2/4 + 0/4.5 + 0/5  
        

  เราสามารถอธิบายหลักการนี้ไดโดยให f : X→Y โดย X และ Y เปนเซตด้ังเดิมท่ีมีสมาชิก
จํากัด และ f เปนฟงกชันสงทอดของทั้งสอง ซึ่งเราสามารถอุปนัยฟงกชันใหเปน ฟงกชันอีก 2 ฟงกชัน

ไดคือ f~  ซึ่งเปนฟงกชันที่สงทอด ( )xP~  ไปยัง ( )yP~  และฟงกชัน 1~−f  ซึ่งเปนฟงกชันสง

ทอด ( )yP~  ไปยัง ( )xP~  โดยที่นิยามของทั้งสองเปน 
      ( )( )( ) ( )xyf

xfyx
AA

)(|
max~
=

=  (3.29) 

สําหรับทุก A ∈ ( )xP~ , y ∈ Y และ 

      ( )( )( ) ( )( )xfxf BB =−1~  (3.30) 

สําหรับทุก B ∈ ( )yP~ และ x ∈ X จากตัวอยาง 3.7 f~  ถูกใชเม่ือเราตองการหาเงินเดือนของคนอายุ

นอย และ 1~−f  ถูกใชเม่ือเรารูวาเงินเดือนนอย (ฟซซีเซต ‘low’) และอยากทราบวาอายุเทาไรนั่นเอง 
  ถาฟงกชัน f เปนฟงกชันตอเนื่องที่ถูกนิยามบนเซตของจํานวนจริงจะไดวา 
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      ( )( )( ) ( )xyf
xfyx

AA
)(|

sup~
=

=  (3.31) 

  ที่กลาวขางตนเปนหลักการขยายซึ่งใหวิธีการที่จะนิยามฟงกชันที่มี ฟซซีเปนอินพุตและ

เอาตพุตนั่นเอง และถามีอินพุตมากกวา 1 คือ y = f(x1, x2,..., xr) โดยที่ x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, ... xr ∈ 

Xr และเราไมทราบคาที่แนนอนของอินพุตทั้งหมด เราสามารถแปลงการคํานวณนี้เปน B = f(A1, 

A2,... Ar) โดยที่ A1 เปนฟซซีเซตบน X1, A2 เปนฟซซีเซตบน X2,..., Ar เปนฟซซีเซตบน Xr ดังนั้น 

      ( )( ) ( ){ }rxxxfyyy ,...,,, 21== BB  

โดยที่ ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≠

=

−
−∈

else0

if,...,,minsup 1
2211

1,...,2,1

φyfxxx
y

rr
yfrxxx

AAA
B (3.32) 
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รูปที่ 3.18 ฟซซี X Y และ Z 
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 ตัวอยางที่ 3.9 จากตัวอยางที่ 3.7 ถาเราทราบวา เงินเดือนนอยคอื ฟซซีเซต B ซึ่งมีฟงกชนั

สมาชิกเปน B = 1/2.5 + 0.75/3 + 0.5/3.5 + 0.25/4 + 0/4.5 + 0/5 ตองการทราบวาพนักงานที่
มีเงินเดือนนอยอายุเทาไร 

1~−f (B) = B[f(20)]/20 + B[f(25)]/25 + B[f(30)]/30 + B[f(35)]/35 + B[f(40)]/40 + 

B[f(45)]/45 + B[f(50)]/50 + B[f(55)]/55 + B[f(60)]/60 + B[f(65)]/65 

จะได 1~−f (B) = 1/20 + 1/25 + 0.75/30 + 0.5/35 + 0.5/40 + 0.25/45 + 0.25/50 + 0/55 + 

0/60 + 0/65  

 ตัวอยางที่ 3.10 ตองการหา Z = X + Y โดยที่ X และ Y เปนตัวเลขฟซซี ‘ประมาณ 0’ รูปที ่

3.18 แสดงฟซซีเซต X Y และ Z  ในรูปแสดงบางคูของ (x, y) ที่ทําใหเกิด z=0 เทานั้น เนือ่งจากเรา
ตองการหาผลบวก เราสามารถหาไดวาฟซซีเซต Z จะมีคาความเปนสมาชิกมากกวา 0 เม่ือ คา

ผลบวกในแนวคิดดั้งเดิมมีคาต้ังแต –6 ถงึ 6 นั้นเอง เซตดั้งเดิมของผลบวกที่ 0 เปน f—1(0) = {(-
3,3), (-2,2), (-1,1), (0,0), (1,-1), (2,-2), (3,-3)} ดังนั้น 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
−∈ )1.0,25.0min(),6.0,5.0min(

),8.0,75.0min(),1,1min(),75.0,8.0min(),5.0,6.0min(),25.0,1.0min(
max0

)0(1),( fyx
Z  

 ( ) { }1.0,5.0,75.0,1,75.0,5.0,1.0max0 =Z  

 Z(0) = 1 
การคํานวณหาคาความเปนสมาชิกที่จุดอื่นก็ทําเชนเดียวกับที่ 0 นั่นเอง  
        
 
3.7 ความเปนฟซซีของฟซซีเซต (Fuzziness of Fuzzy Sets) 
  เราสามารถมองเซตแบบดั้งเดิมใหเปนฟซซเีซตชนิดพิเศษไดนั่นคือคาความเปนสมาชิกมีคา
ไดเพียง 0 และ 1 เซตเหลานี้มีขอบเขตที่คมชัดนั่นคือไมมีการเปลี่ยนแปลงจากเปนสมาชิกเปนไมเปน
สมาชิกอยางคอยเปนคอยไปและดังนั้นเซตเหลานี้จึงไมมีความไมแนนอนหรือมีความเปนฟซซีเลย 
และเซตอื่นๆทีไ่มมีความคมชัด จะเกี่ยวของกับระดับความเปนฟซซี ซึง่เปนผลมาจากความไมคมชัด
ของขอบเขตนัน่เอง ถาเซตมีความไมคมชัดที่ขอบมากเทาไร เซตนั้นก็เปนฟซซีมากเทานั้น ฟซซีเซต
ตางกัน มีระดับความเปนฟซซีที่ตางกันได และระดับความเปนฟซซีเรียกวา ความเปนฟซซีของฟซซี
เซต ใหระดับความเปนฟซซีของแตละฟซซีเซตเปนเลขที่มีแตคาบวกซึ่งการใหคานี้เรียกวาการวัด

ความเปนฟซซ ี(measure fuzziness) นั่นคือคาความเปนฟซซีของฟซซีเซตA เปน f(A) โดยที่ 
      f: ( )xP~  → ℜ+ (3.33) 
ในการวัดนี้มีส่ิงที่จําเปน 3 ส่ิงคือ 

1. f(A) = 0 ก็ตอเม่ือ A เปนเซตแบบดั้งเดิม 

2. f(A) จะมีคามากที่สุดก็ตอเม่ือ A(x) = 0.5 สําหรับทุก x ∈ X 

3. f(A) ≤ f(B) เม่ือ A มีความคมชัดที่ขอบเขตมากกวา B ซึ่งหมายความวา  
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      A(x) ≤ B(x)  เม่ือ B(x) ≤ 0.5 

      และ    A(x) ≥ B(x)  เม่ือ B(x) ≥ 0.5 
  วิธีที่จะวัดความเปนฟซซีของเซตมีอยูดวยกันหลายวิธีแตเราจะกลาวถึงวิธีที่วัดความแตกตาง
ระหวาง เซตและคอมพรีเมนตของเซต(ตามความหมายของการดําเนินการมาตรฐาน) นัน้ ซึ่งเราเลือก 
Hamming distance มาใชวัดความแตกตางนั่นคือ ความแตกตางของแตละจุดเปน 

     ⏐ A(x) – (1-A(x))⏐ = ⏐2A(x) – 1⏐    สําหรับทุก x ∈ X (3.34) 
และเนื่องจากวาถาเซตนั้นแตกตางจากคอมพรีเมนตของเซตนั้นมากแสดงวามีความเปนฟซซนีอย 

ดังนั้นการวัดความเปนฟซซีของแตละจุดจะเปน 1 – ⏐2A(x) – 1⏐ ดังนัน้ 

      ( ) ( )( )∑
∈

−−=
Xx

xf 121 AA  (3.35) 

  ซึ่งคา f(A) จะมีคาอยูในชวงปด [0, ⏐X⏐] นั่นคือถาเปนเซตแบบดั้งเดิม f(A) = 0 และถา 

A(x) = 0.5 สําหรับทุก x จะทําให f(A) = ⏐X⏐ นั่นเอง ถา X เปนชวงปด [a, b] ฟงกชันนี้จะเปน 

     ( ) ( )( ) ( )∫∫ −−−=−−=
b

a

b

a

dxxabdxxf 12121 AAA  (3.36) 

        
 ตัวอยางที่ 3.11 ตองการวัดคาความเปนฟซซีของฟซซีเซต A1 และ A2 ท่ีแสดงในรูปที่ 3.19 โดย

ท่ีเซตสากล X เปนชวงปด [0,4] 

1 2 3 40 

1 

0.5 

A1 

A2 

 
รูปที่ 3.19 ฟซซีเซต A1 และ A2 

ดังนั้น ( ) ∫∫∫∫ −−−−−−=
4

3

3

2

2

1

1

0
1 25324 dxdxxdxxdxf A  = 1 

( ) ∫∫∫∫ −−−−−−=
4

3

3

2

2

1

1

0
2 224 dxdxxdxxdxf A = 1 

ถึงแมวาในตัวอยางนี้ฟซซีเซต A1 และ A2 จะเปนคูนอรแมลซึ่งกันและกัน และทั้งสองมีคาความเปน
ฟซซีเทากันไมไดหมายความวาเซตที่เปนคูนอรแมลซึ่งกนัและกัน จะมีคาความเปนฟซซีเทากัน ซึ่งใน
ตัวอยางนี้เปนเพียงเหตุบังเอญิเทานั้น  
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  เนื่องจากการประยุกตใชฟซซเีซตที่ใชกันมากทั้งในอดีตและปจจุบันคือการหาเหตุผลหรอืการ
อนุมาน ซึง่วิธีการทําอนุมานในฟซซีเซตจะตองรูถึงความสัมพันธของฟซซีเซตดวย และในบทนีจ้ะ
ทบทวนความสัมพันธแบบดั้งเดิมที่เราจะใชในการอางอิงถึงในบทที่ 5  
 
4.1 บทนําของความสัมพันธแบบดั้งเดิม 
  การมีหรือไมมีการรวมตัว (association) การตอบโต (interaction) หรือ การเชื่อมโยง 
(connection) ระหวางสมาชิกของเซตตั้งแต 2 เซตขึ้นไปจะอยูในลําดับจําเพาะ เชน คน 2 คนคือ J 
และ C เกี่ยวพันกัน <J,C> จะสอดคลองกับความสัมพันธ เชน เปนพี่ของ (brother of) โดยปกติ
ความสัมพันธจะถูกอานจากซายไปขวาดังนั้นจึงเปน  J เปนพี่ของ C  

  ในบทที่ 2 เราไดพูดถึงคารทีเชียนโพรดักส ของเซต A และเซต B วาเปน A × B ={<a, b>| 
a ∈ A และ b ∈ B } โดยที่ <a, b> ≠ <b, a> ดังนั้นคารทีเชียนโพรดักสของ [x1, x2] × [y1, y2] 
จะเปนทุกจุดที่อยูในกรอบในรูป 4.1 

x1 x2

y1 

y1 

 
รูปที่ 4.1 [x1, x2] × [y1, y2] และ ความสัมพันธ x = y 

  ความสัมพันธ (R) ระหวาง สมาชิกของเซต X และ Y เปนซับเซตของคารทีเชียนโพรดักสของ

เซต X และเซต Y นั่นคือ R ⊆ X × Y สมาชิกใน R มีความสัมพันธกัน และสวนอืน่ที่ไมไดอยูใน R 
ไมมีความสัมพันธกัน จากรปู 4.1 เสนในกรอบคอืเสนที่บงบอกถึงคู (x, y) ที่เทากันหรือเรียกวา 

ความสัมพันธเทาเทียม (equality relation) ซึ่งความสัมพันธนี้เปนซับเซตของ [x1, x2] × [y1, y2] 
นั่นเอง ถาความสัมพันธเกี่ยวของกับเซต 3 เซต เรียกวาความสัมพันธไตรภาค (ternary relation) ถา 
4 เซตเรียกวา ความสัมพันธจตุรภาค (quaternary relation) และถา n เซตเรียกวาความสัมพันธ n มิติ 

(n-dimension relation) ซึ่งคอื R ⊆ X1 × X2 × ... × Xn ในบางครั้งเซตทั้ง n เซตเปนเซตที่เทากันคือ 

X จะได R ⊆ Xn  เชนความสัมพันธท่ีเกิดจากเซตบนเสนจํานวนจริง 3 เซต ก็จะเปน R ⊆ ℜ3  
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4.2 การแทน (representation) ความสัมพันธ 

  การแทนแบบแรก คอืการแทนในระบบพิกัด เชนความสัมพันธ เปนผลผลิตของ R ={<eggs, 

hens>, <milk, cows>, <milk, goats>} แสดงในรูป 4.2 ซึ่งในรูปจะไมมีจุดที่แกนของ corn เลย
เนื่องจากไมไดอยูในความสัมพันธ 

cows goats hens

eggs 

milk 

corn 

 
รูปที่ 4.2 ความสัมพันธ เปนผลผลิตของ 

  การแทนแบบที่สอง คือการแทนโดยใชเมตริกซ (matrix) นั่นคอืคาฟงกชันลักษณะของ
ความสัมพันธคือ 

      ( )
⎩
⎨
⎧

>∉<
>∈<

=
Ryx

Ryx
xR ,ถา0

,ถา1
X  (4.1) 

นําคานี้ใสในเมตริกซ ดังนั้นความสัมพันธ เปนผลผลิตของ จากตัวอยางขางบน เขียนเปนเมตริกซได
เปน 

R cows goats hens 

eggs 0 0 1 
milk 1 1 0 
corn 0 0 0 

ถาความสัมพันธเปน n มิติจะเขียนเปนเมตรกิซหรอืแถวลําดับ n มิติ 
  การแทนแบบที่สาม คือการแทนแบบการสง (mapping) ซึ่งเปนการสงจากสมาชิกในเซตแรก
ไปหาสมาชิกในเซตที่สองซึ่งสมาชิกในเซตแรกสามารถถกูสงไปหาสมาชิกในเซตที่สองไดมากกวา 1 
ตัว ตัวอยางของความสัมพันธเปนผลผลิตของจากตัวอยางขางบน แสดงในรูปที่ 4.3 

eggs

milk 

corn

cows

goats

hens

 
รูปที่ 4.3 ความสัมพันธ เปนผลผลิตของ 
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  สําหรับความสัมพันธแบบทวิภาคที่สมาชิกทุกตัวในเซตที่หนึ่งถูกสงไปยังสมาชิกในเซตที่สอง

เราเรียกวาฟงกชัน นั่นคอื R ⊆ A × B และเปนฟงกชันดวยคือ R: A → B  
  การแทนแบบที่ส่ี คือการแทนแบบกราฟระบุทิศทาง (directed graph) โดยปกตจิะแทน

ความสัมพันธทวิภาคของเซตเหมือนคือ R ⊆ X2 และมีคุณสมบัติดังตอไปนี้ (ก) สมาชิกแตละตัวของ
เซต X ถูกแทนดวยจุดตอ (node) ในกราฟ และ (ข) การเชื่อมตอโดยตรงระหวางจุดตอ บงบอกถึงคู
ของสมาชิกที่อยูในเซตความสัมพันธ หรอืคือสมาชิกที่มีความสัมพันธกัน เชนความสัมพันธ เปน
เงื่อนไขของ ท่ีแสดงในรูปที่ 4.4 สามารถอานไดวา c1 เปนเงื่อนไขของ ci โดยที่ i ไมเทากับ 1 หรือ c3 
เปนเงื่อนไขของ c6 และคูอื่นก็อานแบบเดียวกัน 

c1 

c2 

c3 c6

c5

c4 

 
รูปที่ 4.4 ความสัมพันธเปนเงื่อนไขของ 

 
4.3 การดําเนนิการของความสัมพันธทวิภาค (Operations on Binary Relations) 
  เนื่องจากความสัมพันธเปนเซตชนิดหนึ่ง แนวคิดทุกอยางในเรื่องเซตสามารถนํามาใชกับ
ความสัมพันธได แตอยางไรก็ตามยังมีการดําเนินการอื่นที่ใชในความสัมพันธเทานั้น นั่นคือ 
ความสัมพันธผกผัน (inverse) และการประกอบ (composition) 
 
 4.3.1 ความสัมพันธผกผนั (Inverse Relation) 

  ให R เปนความสัมพันธทวิภาค (R ⊆ X × Y) แลวคํานิยามของความสัมพันธผกผนั (R—1) 
คือการเปลี่ยนลําดับของสมาชิกในแตละคูท่ีอยูในความสัมพันธ R นั่นคือ 

      R—1 ⊆ Y  × X (4.2) 

ดังนั้น (R—1) —1 = R จากตัวอยางเรื่องความสัมพันธ เปนผลผลิตของ ในหัวขอ 4.2 จะได R—1 = { 

<cows, milk>, <goats, milk>, <hen, eggs>} และเนื่องจากสมาชิกทุกตัวในเซตแรกของ R—1 ถูกสง
ทอดไปยังสมาชิกในเซตที่สองทําให R—1 เปนฟงกชนัในขณะที่ R ไมเปนฟงกชนั 
 
 4.3.2 การประกอบ (Composition) ของความสัมพันธ 
  ถารวมความสัมพันธทวิภาค 2 อัน ท่ีเขากันได (compatible) จะไดความสัมพันธทวิภาคอีก
อันหนึ่ง นั่นคอื 

      P ⊆ X × Y 

      Q ⊆ Y × Z 
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  P และ Q จะเขากันไดถาเซตที่สองใน P เปนเซตเดียวกันกับเซตแรกใน Q ดังนัน้การประกอบ

ของทั้งสองความสัมพันธ เปน P •Q ถูกนยิามเปน  R = P •Q ⊆ X × Z ท่ี <x, z> ∈ R ก็ตอเม่ือมี

สมาชิก y ในเซต Y ท่ีอยูในความสัมพันธ P (<x, y>∈P) และอยูในความสัมพันธ Q (<y, z>∈Q) ดัง
รูปที่ 4.5 ท่ีแสดงถึงความสัมพันธ P ท่ีเปนความสัมพันธระหวางอาการ (s1, s2, s3) กับคนไข (p1, p2, 
p3, p4) และ Q เปนความสัมพันธระหวางคนไข (p1, p2, p3, p4) กับโรค (d1, d2) และผลสุดทาย
ความสัมพันธระหวางอาการ (s1, s2, s3) กับโรค (d1, d2) ซึ่งเกิดจากการประกอบของ P และ Q หรอื

เปน  P•Q  นัน่เอง 

s1 

s2 

s3 

p1 

p2 

p3 

p4 

d1

d2

P 
Q 

   

s1

s2

s3

d1 

d2 

P• Q 

 
           (ก)                                            (ข) 

รูปที่ 4.5 (ก) ความสัมพันธ P และ Q (ข) ความสัมพันธ P •Q 
  การประกอบของความสัมพันธมีคุณสมบัติดังนี้คือ ใหความสัมพันธ P และ Q เขากันไดและ 
ความสัมพันธ Q และ R ก็เปนความสัมพันธท่ีเขากันได ดังนั้น 

      (P •Q) • R = P •(Q• R) (4.3) 

      P •Q ≠ Q •P (4.4) 

      (P •Q)−1 = Q−1 • P−1 (4.5) 
 
4.4 ความสัมพันธที่เทากัน และเขากันได (Equivalence and Compatibility Relations) 
  ความสัมพันธท่ีเกิดจากเซตเดียว X เชนเปนซับเซตของ X2 มีความสัมพันธท่ีมีความสําคัญอยู 
3 ความสัมพันธ นั่นคือ ความสัมพันธท่ีเทากัน (equivalence relation) ความสัมพันธท่ีเขากันได 
(compatibility relation) และความสัมพันธลําดับ (ordering relation) 
  ความสัมพันธท่ีเทากันของเซตใดๆ X หมายความวา สมาชิกของเซต X จะมีความสัมพันธกัน
ถาสมาชิกเทากัน ในเรือ่งของลักษณะสมบัติบางอยางที่ถูกระบุไว 
        

 ตัวอยางที่ 4.1 ใหเซต X เปนเซตของนักเรียน {A,B,C,D,G,J,L,M,N,P} และลักษณะสมบัติของ
นักเรียนเหลานี้แสดงในตารางที่ 4.1 ถาเลือกลักษณะสมบัติบางอยางจาก (เกรด, ภาควิชา, อายุ, เปน
นักเรียนเต็มเวลาหรือบางเวลา(FT/PT)) หรือลักษณะสมบัติผสม เราสามารถใชส่ิงที่เลือกไวมานิยาม
ความสัมพันธท่ีเทากันได สมมุติวาเราเลือก เกรด เปนลักษณะสมบัติท่ีจะบอกวาเปนความสัมพันธท่ี
เทากันจะไดวา B เทากบั C D เทากับ G หรือ A ไมเทากับ B เปนตน ซึ่งความสัมพันธนี้ถูกเรียกวา 
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ความสัมพันธมีเกรดที่เทากัน และจะเห็นไดชัดวา <A, A>, <B, B>, <C, C>,... ตองอยูใน
ความสัมพันธ มีเกรดเทากัน ดวยซึ่งหมายความวาทุกคนเทากันกับตัวเองในเรื่องของเกรด  
        
  ถาความสัมพันธท่ีมีคูท่ีเปนสมาชิกที่เปนตัวเดียวกันเชน <A, A> แสดงวาความสัมพันธนี้เปน
ความสัมพันธสะทอน (reflexive relation) ดังนั้นความสัมพันธ มีเกรดเทากัน ในตัวอยางที่ 4.1 เปน
ความสัมพันธสะทอน ถาความสัมพันธนั้นมีสมาชิกที่เปนคูและคูผกผันของคูนั้น เชน <B, C> และ <C, 
B> เปนสมาชิกของความสัมพันธ แสดงวาความสัมพันธนั้นเปนสมมาตร (symmetry) และถา
ความสัมพันธมีคูท่ีสมาชิกในคู ตัวที่สองมีความสัมพันธกับตัวอื่น และสมาชิกตัวแรกก็มีความสัมพันธ
กับตัวนั้นดวย เชน <A, L> <L, N> และ <A, N> เปนสมาชิกของความสัมพันธเดียวกัน แสดงวา
ความสัมพันธนั้นเปน ความสัมพันธถายทอด (transitive relation) ซึ่งความสัมพันธท่ีเทากันเปนทั้ง 
ความสัมพันธสะทอน สมมาตร และถายทอด 

ตารางที่ 4.1 เซตนักเรียน 
นักเรียน เกรด ภาควิชา อายุ FT/Pt 

A B ชีววิทยา 19 FT 
B C ฟสิกส 19 FT 
C C คณิตศาสตร 20 PT 
D A คณิตศาสตร 19 FT 
G A คณิตศาสตร 19 FT 
J A บริหารธุรกิจ 21 PT 
L B เคมี 21 PT 
M C ชีววิทยา 19 FT 
N B ชีววิทยา 19 FT 
P B บริหารธุรกิจ 21 PT 

  เราสามารถเขียนนิยามของความสัมพันธเหลานี้ในรูปแบบทางคณิตศาสตรดังนี้ ให R เปน
ความสัมพันธทวิภาคบนเซต X  

1. R เปนความสัมพันธสะทอน (reflexive relation) ก็ตอเม่ือ <x, x> ∈ R สําหรับ แตละ x ∈ R 
ถามี x อยางนอย 1 ตัวที่ <x, x > ไมอยูใน R เรียกวา irreflexive แตถาทุก x ท่ี <x, x> ไมอยู
ใน R เรียกวา antireflexive 

2. R เปนสมมาตร (symmetry) ก็ตอเม่ือแตละคูของสมาชิกใน X ซึ่ง <x, y> และ <y, x> เปน
สมาชิกใน R ท้ังคูหรอืไมเปนทั้งคู ถากรณีท่ีกลาวขางตนไมเปนจริงสําหรับบางคู x y เรียกวา 

asymmetric ถา <x, y> และ <y, x> อยูใน R และ x = y สําหรับทุกคู <x, y> แสดงวาเปน 

antisymmetry แตถามีแต <x, y> หรือ <y, x> อยูใน R  เม่ือ x ≠ y เปน strictly 
antisymmetric 

3. R เปนความสัมพันธถายทอด (transitive relation) ก็ตอเม่ือ มีสมาชิก x y และ z ใน X ท่ี 
<x,z> เปนสมาชิกใน R เม่ือ <x, y> และ <y, z> เปนสมาชิกของ R ท้ังคู ถาที่กลาวขางตนไม
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เปนจริงสําหรบั <x,z> บางคูแสดงวาเปน nontransitive และถา <x,z> ไมอยูใน R แต <x, y> 
และ <y, z> เปนสมาชิกของ R ท้ังคู แสดงวาเปน antitransitive 

D G 

J 

เกรด A 

  

P A 

N L 

เกรด B

 

B C 

M

เกรด C

 
รูปที่ 4.6 ความสัมพันธท่ีเทากัน (มีเกรดเทากัน) จากตัวอยาง 4.1 

  ความสัมพันธใดที่มีครบทั้งสามขอเปนความสัมพันธท่ีเทากัน (equivalence relation) ตารางที่ 
4.2 แสดงความสัมพันธท่ีเทากัน (มีเกรดเทากัน) จากตัวอยาง 4.1 ซึ่ง 1 แสดงถึงมีความสัมพันธกัน 
และ 0 คือไมมีความสัมพันธกัน และรูปที่ 4.6 แสดงความสัมพันธนี้ในรูปของกราฟมีทิศทางโดยที่
ความสัมพันธสะทอน ซึ่งโดยปกติจะเปนเสนที่พุงเขาหาตัวเอง ถูกละไวในฐานที่เขาใจและทิศทางก็ถกู
ละไวเชนกันเพราะแตละคูมีทิศทางที่ไปทั้งสองขางนั่นเอง จากรูปเห็นวาความสัมพันธนี้จะพารทิชัน 

ตารางที่ 4.2 ความสัมพันธมีเกรดเทากัน 
R A B C D G J L M N P 
A 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 
B 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 
C 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 
D 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 
G 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 
J 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 
L 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 
M 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 
N 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 
P 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 

เซตของนักเรียนโดยที่นักเรียนในแตละซับเซตจะมีความสัมพันธกันโดยที่ จะไมมีความสัมพันธกับ
นักเรียนในซับเซตอื่น ซับเซตเหลานี้ถูกเรียกวา คลาสที่เทากัน (equivalence class) เชนนักเรียนที่มี
เกรด B ทําใหเกิดคลาสที่เทากัน ในความสัมพันธ มีเกรดเทากัน 
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  ถาความสัมพันธใดที่เปนความสัมพันธสะทอน และสมมาตร แตไมจําเปนจะตองเปน
ความสัมพันธถายทอด เปนความสัมพันธท่ีเขากันได (compatibility relation) นั่นคอืสมาชิกในเซตที่มี
ความสัมพันธท่ีเขากันไดถูกมองวาเขากันได(ในทางที่กําหนดไว)แตไมจําเปนตองเทากัน ตัวอยางเชน
นักเรียน 2 คนจากตาราง 4.1 เขากันไดถาทั้งสองมีขอแตกตางกันไมมากกวา 1 ลักษณะสมบัติ จากทั้ง 
4 ลักษณะสมบัติ รูปที่ 4.7 แสดงความสัมพันธท่ีเขากันไดตามขอแตกตางของลักษณะสมบัติท่ีกลาวไป
แลว จะเห็นวาเซตของนักเรยีนถูกแบงเปนซับเซตของนักเรียนที่เขากันได ซึ่งซับเซตเหลานี้เรียกวา 
คลาสที่เขากันได (compatibility class) และคลาสที่เขากันได ท่ีไมไดอยูในคลาสที่เขากันไดอื่นถูก
เรียกวา แมกซแิมลคลาสที่เขากันได (maximal compatibility class) ซึ่งในรูปมีท้ังหมด 6 แมกซิแมล
คลาสที่เขากันไดคือ คลาส 1 ถึง 6 เชน A M และ N เปนนักเรียนที่เขากันไดตามแนวคิดที่ให และมีแต 
M เทานั้นที่เขากันไดกับ B และ C ไมเขากันไดกับนักเรยีนคนอืน่เลยยกเวนตัวเอง ดังนั้น C จึงสราง
แมกซิแมลคลาสที่เขากันไดของตัวเอง 

D 

G 

J P 

A 

N 

L 

B 
C M 

คลาส 1 คลาส 2 คลาส 3

คลาส 4

คลาส 5

คลาส 6 

 
รูปที่ 4.7 ความสัมพันธท่ีเขากันที่ถูกกําหนดในเซตของนกัเรียนจากตารางที่ 4.2 

 
4.5 ลําดับบางสวน (Partial Ordering) 
  ในชีวิตประจําวันเราเจอการเรยีงลําดับมากมายเชนลําดับของวิชาที่นักศึกษาตองลงเรียน
กอนหลัง ลําดับของคนโดยเรียงจากอายุ สวนสูง น้ําหนัก เงินเดือน หรอือื่นๆ ซึ่งเราสามารถสังเกตได
งายๆวาความสัมพันธลําดับ (ordering relation) ตองเปนความสัมพันธถายทอด และตองไมสมมาตร 
นั่นคือ ถา x มากอน y ตามการเรียงลําดับบางอยาง แลว y ไมสามารถมากอน x ไดตามการ
เรียงลําดับแบบเดียวกัน และถา x มากอน y และ y มากอน z แลวแสดงวา x มากอน z นั่นเอง  
  ชนิดของความสัมพันธลําดับที่เปนพื้นฐานที่สุดคือความสัมพันธลําดับบางสวน (partial 
ordering) ซึ่งคอืความสัมพันธท่ี สะทอน (reflexive) อสมมาตร (asymmetry หรือ antisymmetry) และ
ถายทอด (transitive) ความสัมพันธของเซต X จะเปนความสัมพันธที่อสมมาตรก็ตอเม่ือสําหรับ x และ 

y ใดๆใน X ถา <x, y> ∈ R และ <y, x> ∈ R แลว x = y  
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  เราใช x≤y อธิบายความสัมพันธลําดับบางสวน (R) ของสมาชิก x และ y ในเซตใดๆ ซึง่
หมายความวา x มากอน y หรือ x เปนตัวนําหนา (predecessor) ของ y หรอื y มาทีหลัง x หรือ y 

เปนตัวตามหลัง (successor) ของ x ในความสัมพันธ ซึ่งสมาชิกใน R จะเปน <x, y> ถา x≤y และไม

มี z∈ X ท่ีทําให x≤z และ z≤y แสดงวา x เปนตัวนําหนาทันทีของ y หรือ y เปนตัวตามหลังทันที
ของ x  
  เราสามารถเรียงลําดับของสมาชิกของพาวเวอรเซตของ X (P (X)) ไดโดยความสัมพันธของ
การเปนเซตยอย (inclusion) นั่นคือสําหรับ <A, B> ของเซต A และ B ใน P (X)  A จะนอยกวาหรอื

เทากับ B (A ≤ B) ก็ตอเม่ือ A ⊆ B และในการที่จะแสดงวาการเรียงลําดับนี้เปนบางสวน ตองแสดง

วามีคุณสมบัติสะทอน ถายทอด และอสมมาตร นั่นคือ ≤ มีสะทอนเนือ่งจาก A ⊆ A สําหรับเซตใดๆ 

และ ≤ มีการถายทอดเนื่องจาก A ⊆ B และ B ⊆ C แลวทําให A ⊆ C สวนคุณสมบัติสุดทายคือ

อสมมาตรนั้น ก็มีเนื่องจาก ถา A ⊆ B และ B ⊆ A แลวแสดงวา A = B ความสัมพันธลําดับบางสวน

ของสมาชิกของ P ({x1, x2, x3}) แสดงในแผนภาพในรูปที่ 4.8 ซึ่งแตละซับเซตจะเช่ือมตอกับตัว
นําหนาทันทีและตัวตามหลังทันทีเสมอ เราเรียกแผนภาพนี้วา Hasse diagrams ตัวอยางเชน 

{x1,x2}≤{ x1, x2, x3} นั่นเอง 

{x1, x2, x3}

{x1, x2} {x1, x3} {x2, x3}

{x1} {x2} {x3}

∅ 
 

รูปที่ 4.8 Hasse diagram ของ ความสัมพันธลําดับบางสวนของสมาชิกของ P ({x1, x2, x3}) 
  ความสัมพันธลําดับเชิงเสน (linear ordering) เปนความสัมพันธลําดับบางสวนที่
นอกเหนือจากจะตองเปนความสัมพันธสะทอน ถายทอด และ อสมมาตรแลวจะตองมีคุณสมบัตินี้คือ 

a≤b หรือ b≤a สําหรับทุก a และ  b ∈ X  

  ให X เปนซับเซตในเซตℜ ถามี u ท่ีทําให x ≤ u สําหรับทุก x ใน X เราเรียก u วาเปน
ขอบเขตบน (upper bound) ของ X (หรือ X มีขอบเขตบน) ถาไมมีตัวเลขใดที่เล็กกวา u เปนขอบเขต
บนของ X แลว u เปน ขอบเขตบนที่นอยที่สุด (least upper bound) หรือ ซูพรีมัม (supremum) ของ 
X ซึ่งเขียนไดเปน 

      u = sup X (4.6) 
และถา sup X เปนสมาชิกใน X แลวคานี้จะเปนตัวเลขที่มากที่สุด (maximum) ใน X ซึ่งเปน 

      u = max X (4.7) 
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ถามี l ท่ีทําให l ≤ x สําหรับทกุ x ใน X เราเรียก l วาเปน ขอบเขตลาง (lower bound) ของ X (หรือ X 
มีขอบเขตลาง) และถาไมมีตัวเลขใดที่มากกวา l เปนขอบเขตลาง เราเรียก l วาเปนขอบเขตลางที่มาก
ท่ีสุด (greatest lower bound) หรอือินฟมัม (infimum) ของ X ซึ่งเขียนไดเปน 

      l = inf X  (4.8) 
และถา inf X เปนสมาชิกของ X แลวคานี้จะเปนตัวเลขที่นอยที่สุด (minimum) ใน X ซึง่เปน 

      l = min X (4.9) 

เชนถา X = [0, 1] แลว X จะมีขอบเขตทั้งบนและลางนัน่คือ sup X = max X = 1 และ inf X = min 

X = 0 และถา X = (0, 1) แลว X จะมีขอบเขตทั้งบนและลางนั่นคือ sup X = 1และ inf X = 0 จะไม
มีคา min และ max 
  เราหาความสัมพันธลําดับบางสวนของคารทีเชียนโพรดักสของเซต n เซตไดดังนี้ ให <a1, 

a2,... an> และ <b1, b2,... bn> ของคารทีเชยีนโพรดักส แลว <a1, a2,... an> ≤ <b1, b2,... bn> ก็ตอเม่ือ 

a1 ≤  b1, a2 ≤  b2,..., an ≤  bn ซึ่งการกําหนดแบบนี้เราสามารถพิสูจนไดอยางงายวา มีคุณสมบัติ 
สะทอน ถายทอด และอสมมาตร รูปที ่ 4.9 แสดงความสัมพันธลําดับบางสวนของสมาชิกของ 

{0,1,2}×{0,1,2} 
<2, 2>

<2, 1> <1, 2>

<2, 0> <1, 1> <0, 2>

<1, 0> <0, 1>

<0, 0>  
รูปที่ 4.9 Hasse diagram ของสมาชิกของ{0,1,2}×{0,1,2} 

  ให yG  = (yj | j ∈ J) และ xG  = (xi | i ∈ Nn) และ J ⊂ Nn และ |J| = r และ yG เปนซับซี
เควน (subsequence) ของ xG  ( yG ≺ xG ) ถา yj = xj สําหรับทุก j ∈ J ตัวอยางเชน xG  = (x1, x2,... 

xn) และ yG  = (y1, y2, y3) ท่ี J = (2,3,6) ดังนั้น yG ≺ xG  ก็ตอเม่ือ y1 = x2, y2 = x3 และ y3 = x6 
 
4.6 การฉาย (Projections) และ การขยายแบบไซลินดิก (Cylindric Extensions) 
  การฉาย (Projection) ของความสัมพันธ n มิติ (R) ไปยังซับเซตที่กําหนดไวใน k มิติ โดยที ่

1≤ k ≤ n เปนการดําเนินการที่สราง ความสัมพันธ k มิติท่ีเขากันไดกับ R ความสัมพันธ k มิติ

ประกอบดวย k ทูเพิล (tuple) ทุกอันที่ไดมาจาก n ทูเพิลใน R โดยไมสนใจสวนที่เหลือใน n − k  มิติ 
รูปที่ 4.10(ก) แสดงตัวอยางของการฉายวัตถุใน 3 มิติไปยัง 2 มิติ ซึง่ทกุจุดในวัตถุใน 3 มิติ ถูกมองวา
มีความสัมพันธกันในยูคริเดียนสเปซ (Euclidean space) 3 มิติ และแตละ 2 มิติของการฉายอาจถูก
ฉายไปยังมิติอื่นที่เกี่ยวของได แสดงในรูปที่ 4.10(ข) 
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  อีกตัวอยางของการฉายคือ สมมุติให R เปนความสัมพันธ 3 มิติซึง่เปนซับเซตของ {0,1}3 
ความสัมพันธ R เปน 

R: 0 0 1 
 0 1 1 
 1 1 0 
 1 1 1 

 

การฉาย ดานขาง 

การฉาย ดานลาง

การฉาย ดานขาง 

x

y

z 

 
(ก) 

x 

y

Ry

Rx  
(ข) 

รูปที่ 4.10 (ก) การฉายความสัมพันธ 3 มิติไปยัง 2 มิติ (ข) การฉาย 2 มิติไปยัง 1 มิติ 
  การฉายไปยัง 2 มิติจะเปนการเลือกมา 2 จาก 3 มิติ ซึ่งจะไดความสัมพันธ R12 R13 R23 ดังนี้ 

R12: 0 0  R13: 0 1  R23: 0 1 
 0 1   1 0   1 1 
 1 1   1 1   1 0 

โดยที่คอลัมนท่ี 1 ของ R12 มาจากคอลัมนท่ี 1 ของ R และคอลัมนท่ี 2 ของ R12 มาจากคอลัมนท่ี 2 
ของ R และการฉายอื่นก็คิดเชนเดียวกัน 
  ถามีความสัมพันธ n มิติ (R) แลวการขยายแบบไซลินดิก (cylindric extension) คือการ

ดําเนินการที่สรางความสัมพันธ (n+k) มิติโดยที่ k ≥ 1 และความสัมพันธนี้จะเขากันไดในเรื่องทีถ่า
ฉายกลับไปยัง n มิติจะได R เดิมกลับมา การขยายแบบไซลินดิกของความสัมพันธ R ประกอบดวย 
(n+k) ทูเพิลที่ไดจากการถายซ้ําของแตละ n ทูเพิลของ R และในการถายซ้ําแตละอันจะมีสมาชิกมา
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จากการจัดหมู (combination) ของแตละมิติท่ีเพ่ิมเขามา k มิติ เพ่ิมเขาไปดวย ซึ่งสมาชิกที่เพ่ิมเขาไป
เหลานี้จะถูกเรยีงตามลําดับที่กําหนดไว เราเรียกการขยายแบบไซลินดิกไปทางทิศ d เปน cyld(R) จาก
ตัวอยางขางตนถาตองการขยายแบบไซลินดิก R12 ไปยังทิศที่ 3 โดยทีแ่ตละสมาชิกของ R12 จะถูก

ขยายไปที่ สมาชิก 0 และ 1 ของ เซต {0,1} ของทิศที่ 3 และสมาชิกในทิศที่ 3 จะอยูท่ีคอลัมนท่ี 3 
cyl3 (R12): 0 0 0 

 0 0 1 
 0 1 0 
 0 1 1 
 1 1 0 
 1 1 1 

ถาตองการขยายแบบไซลินดิก R13 ไปยังทิศที่ 2 ทําแบบเดียวกันกับขางตนและสมาชิกในทิศที่ 2 ท่ี
เพ่ิมเขามาจะอยูท่ีคอลัมนท่ี 2 

cyl2 (R13): 0 0 1 
 0 1 1 
 1 0 0 
 1 1 0 
 1 0 1 
 1 1 1 

ถาตองการขยายแบบไซลินดิก R23 ไปยังทิศที่ 1 ทําแบบเดียวกันกับขางตนและสมาชิกในทิศที่ 1 ท่ี
เพ่ิมเขามาจะอยูท่ีคอลัมนท่ี 1 

cyl1 (R23): 0 0 1 
 1 0 1 
 0 1 1 
 1 1 1 
 0 1 0 
 1 1 0 

  โดยปกติแลวอินเตอเซกชันของการขยายของการฉายของความสัมพันธใดจะไดความสัมพันธ
เดิมเสมอ และจะเทากับความสัมพันธเดิมก็ตอเม่ือความสัมพันธนั้นถูกแทนดวยการฉายทั้งหมด ซึง่
การทํากลับแบบนี้เรียกวาการปดแบบไซลินดิก (cylindric closure) ดังนั้นจากตัวอยางขางตนจะไดวา 

      cyl3(R12) ∩ cyl2(R13) ∩ cyl1(R23) = R 
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ความสัมพันธแบบฟซซี 
Fuzzy Relations 55

 
  ในบทนี้จะกลาวถึงความสัมพันธแบบฟซซีเพ่ือเปนการปูพ้ืนฐานทางดานทฤษฎีฟซซีเซต 
เพ่ือท่ีนักศึกษาจะสามารถเขาใจการดําเนินการตางๆที่เกี่ยวกับความสัมพันธได 
 
5.1 บทนําของความสัมพันธแบบฟซซ ี
  ในขณะที่ความสัมพันธแบบดั้งเดิมอธิบายแคการมีหรือไมมีของการรวมตัว (association) การ
ตอบโต (interaction) หรือ การเชื่อมโยง (connection) ระหวางสมาชิกของเซตตั้งแต 2 เซตขึ้นไป 
ความสัมพันธแบบฟซซีสามารถอธิบายถึงความแข็งแรงของการมีอยูของการรวมตัว (association) 
การตอบโต (interaction) หรอื การเชื่อมโยง (connection)  
  ความสัมพันธแบบฟซซีถูกนิยามบนเซตสากลที่เปนคารทีเชียนโพรดักส ตัวอยางเชน R ถูก
นิยามบนเซต D ของเอกสารและเซต T เปนเซตของคําหลัก (key term) ท่ีมีความสําคัญในระบบการ

สืบคนขอมูล ฟงกชันสมาชกิถูกนิยามบนคารทีเชียนโพรดักส D × T สําหรับเอกสารแตละอัน (d) ใน
เซต D และคําหลักแตละคํา (t) ในเซต T เราสามารถแปลระดับของการเปนสมาชิก R(d,t) ไดเปน 

ระดับของการตรงประเด็นของเอกสาร d ตอคําหลัก t ใหคารทีเชียนโพรดักส X1 × X2 ×...× Xn ดังนัน้
ความสัมพันธแบบฟซซีบนคารทีเชียนโพรดักสนี้เปน 

      
( )
( )∑=

n

n

xxx

xxx

,...,,

,...,,

21

21R
R   (5.1) 

โดยที่ R(x1, x2,... xn) เทากับตัวเลขใดๆที่อยูในชวงปด [0,1] 
        

 ตัวอยางที่ 5.1 ใหเซต X = {Ken, Joe, Tsugi} และ เซต Y = {Midori, Eve, Doris} เรารูวา 
Ken แตงงานกับ Doris Joe แตงงานกับ Eve และ Tsugi แตงงานกับ Midori เราสามารถเขียน
ความสัมพันธไดเปน 

     
( ) ( ) ( )MidoriTsugiEveJoeDorisKen ,

1

,

1

,

1
++=Married  

เนื่องจากในความสัมพันธนี้มีเพียงแคแตงหรอืไมแตงเทานัน้ ดังนั้นคาความเปนสมาชิกจึงมีแค 0 หรอื 
1 แตถาเราตองการหาความสัมพันธของความเปนเพื่อนอาจจะไดวา 

     
( ) ( ) ( )MidoriTsugiEveJoeDorisKen ,

9.0

,

6.0

,

8.0
++=Friend  

จะเห็นไดวา Ken เปนเพื่อนกับ Doris ดวยคาความเปนสมาชิกในความสัมพันธเปน 0.8 สวนคูอื่นก็
เชนเดียวกัน  
        
  สําหรับความสัมพันธเทากับ (E) เชน x เทากับ y เราสามารถใชความสัมพันธฟซซีในการจับ
แนวคิดที่กวางขึ้นไดและสามารถเขียนใหอยูในรูปของพจนทางภาษาศาสตรไดเชน ”x เปนประมาณ
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เทากับ (approximately equal) y” หรือ ”x ใกล (close to) y” สมมุติให E(x,y) = 

max(0,1−(|x−y|/c)) โดยที่ c เปนตัวเลขจํานวนจริงบวกที่คาถูกเลือกในเนื้องานแตละงาน เพื่อให E  
เปนตัวแทนที่ดีของแนวคิดของงานนั้นตัวอยางของความสัมพันธแบบฟซซี E (y ใกล (close to) x) 
แสดงในรูปที่ 5.1 

c
c

x2x1

y1 

y2 

0 

1 

E 

 
รูปที่ 5.1 ความสัมพันธแบบฟซซ ี

 
5.2 การแทน (representation) ความสัมพันธฟซซ ี
  การแทนความสัมพันธแบบฟซซีมีอยูหลายวิธีดวยกัน เชนการแทนแบบการแสดง (list) 
เมตริกซ (matrices) แบบสง(mapping) หรือแบบกราฟระบุทิศทาง (directed graph) ซึ่งเราจะได
กลาวถึงตอไป 
  การแทนแบบการแสดง (list method) เนื่องจากความสัมพันธแบบฟซซีเปนฟซซีเซตชนิด
หนึ่งดังนั้นจึงใชการแสดงเปนการแทนเซตไดซึ่งการแทนแบบนี้ไดกลาวถึงแลวในหัวขอที่ 5.1 หรือ
สมการที่ 5.1 นั่นเอง 
  การแทนแบบเมตริกซ (matrices method) การแทนแบบนี้จะเปนเชนเดียวกับการแทนแบบ
เมตริกซในบทที่ 4 ตางกันเพียงแตวาคาที่ใสในเมตริกซแทนที่จะเปนคาจากฟงกชันลักษณะ แตเปนคา
ความเปนสมาชิกของคูความสัมพันธนั้นที่มีตอความสัมพันธเชน 

      

⎥
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⎤
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⎣
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=
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#

"
"

21

22221

11211

R  

โดยที่ rij = R(xi,yj) สําหรับทุก i=1,...,n และ j = 1,...,m เชนตัวอยางเรื่องความสัมพันธ Friend จาก
หัวขอ 5.1 ถาจะแสดงเปนเมตริกซจะได 
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DorisEveMidori

009.0

06.00

8.000

Tsugi

Joe
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=R
 

  การแทนแบบการสง (mapping) ในกรณีนี้ก็เปนเชนเดียวกับการแทนแบบการสงในเรื่อง
ความสัมพันธแบบดั้งเดิมเพียงแตการสงจากสมาชิกหนึ่งไปหาอีกอันหนึ่งจะเปนการสงที่มีความ
แข็งแรงเขามาเกี่ยวของคือคาความเปนสมาชิกนั่นเองเชนความสัมพันธแบบฟซซีของ เอกสารและ
คําหลักที่เคยกลาวถึงในหัวขอ 5.1 แสดงในรูปที่ 5.2 ซึง่เราสามารถอานไดจากรูปเชน คู d1 t1 มีคา

ความเปนสมาชิกในความสัมพันธนี้เทากับ 0.6 หรือ 
11

6.0

td R
นั่นเอง 

d2 

d3 

d4 

d5 

d1 

t1 

t2 

t4 

t3 

0.6
10.2
1

1

0.3
1

0.8
0.7

0.5
 

รูปที่ 5.2 การแทนแบบการสงของความสัมพันธแบบฟซซ ี
  การหาคาโดเมน (domain) และเรนจ (range) ในความสัมพันธแบบดั้งเดิมโดยปกติทําไดคือ 

ให R ⊆ X × Y แลว 

     โดเมน ของ R = {x |x ∈ X, <x, y> ∈ R, ∃y ∈ Y } (5.2) 

     เรนจ ของ R = {y |y ∈ Y, <x, y> ∈ R, ∃x ∈ X } (5.3) 
หรือมีความหมายวา x เปนสมาชิกของโดเมน ของ R เมื่อมีลูกศรพุงออกจาก x อยางนอย 1 อนั และ 
y เปนสมาชิกของเรนจ ของ R เมื่อมีลูกศรพุงเขาอยางนอย 1 อนั ถาดูจากการแทนแบบสง 
  การหาคาโดเมน (domain) และเรนจ (range) ในความสัมพันธแบบฟซซหีาไดจาก 
      ( ) ( )yxx

Yy
,max RdomainR

∈
=  (5.4ก) 

      ( ) ( )yxy
Xx

,max RrangeR
∈

=  (5.4ข) 

ความหมายของสมการที่ 5.4ก คือ คาที่แขง็แรงที่สุดในการเชื่อม x และ y เขาดวยกัน ดังนั้นจากรปูที่ 

5.2 domainR(x) ที่ คู d1 และ t ใดๆจะเทากับ 1 เพราะจากรูปจะได 
11

6.0

td R
 และ 

21

1

td R
 ดังนั้นคาที่

มากที่สุดจะเปน 1 และจากสมการที่ 5.4ข มีความหมายวา rangeR(y) คือคาที่มากที่สุดใน
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ความสัมพันธสําหรับ y ที่มีตอ x ใดๆ จากรูปที่ 5.2 ไดวา 
11

6.0

td R
 และ 

12

2.0

td R
 ทําใหคาที่แข็งแรง

ที่สุดของ t1 คือ 0.6 นัน่เอง 
  เนื่องจากความสัมพันธแบบฟซซีเปนฟซซีเซตดังนั้นเราสามารถหาความสูง (height) ไดคือ 
      ( ) ( )yxh

XxYy
,maxmax RR

∈∈
=  (5.5) 

นั่นคือคาความเปนสมาชิกที่มากที่สุดในความสัมพันธ R นัน่เอง 
  การแทนแบบกราฟมีทิศทาง การแทนแบบนี้เปนเชนเดียวกับในความสัมพันธแบบดั้งเดิม
เพียงแต แตละเสนเชื่อม (edge) จะมีคาความเปนสมาชิกกํากับอยู ดังรูป ที่ 5.3 ซึ่งเปนกราฟแบบมี

ทิศทางของ ความสัมพันธที่ถูกนิยามบน X = {x1, x2, x3} 

x1 

x3 

x2

1
0.8

0.7
0.3

0.5 

 
รูปที่ 5.3 กราฟมีทิศทางของความสัมพันธแบบฟซซ ี

 
5.3 การดําเนินการของความสัมพันธทวิภาคแบบฟซซี (Operations on Binary Fuzzy 
Relations) 
  ความสัมพันธแบบฟซซีเปนฟซซีเซตชนิดหนึ่ง ดังนัน้เราสามาถนําการดําเนินการตางๆ เชน 
(ฟซซีคอมพลีเมนต ฟซซียูเนียน ฟซซีอนิเตอเซกชัน สเกลารคาดินาวริต้ี ฟซซีคาดินาวริต้ี คอนเวก

ฟซซีเซต และ α-cut) ของฟซซีเซตมาใชที่นี้ไดเชนกนั เราสามารถแทนความสัมพันธฟซซี R(x, y) 

ทุกอันดวย ∪
α

α RR =  โดยที่ R∧∈α  เชนรูปที่ 5.2 จะได ∧R = {0.2, 0.3, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 

1.0} และที่ α = 0.8 จะได 0.8R = {<d1, t2>,<d2, t2>,<d3, t2>,<d4, t3>,<d4, t4>} และสําหรับ
ความสัมพันธผกผัน (inverse) และการประกอบ (composition) ของความสัมพันธแบบฟซซีเปนดังนี ้
 
 5.3.1 ความสัมพันธผกผนั (Inverse Relation) ของความสัมพันธทวิภาคแบบฟซซี 
  นิยามของความสัมพันธผกผนัของความสัมพันธแบบฟซซเีปนเชนเดียวกับในหัวขอ 4.3.1 นั่น

คือ ถา R เปนความสัมพันธแบบฟซซีบน X × Y แลว R—1 จะเปนความสัมพันธบน Y × X โดยที่ 

      R—1(y, x) = R(x, y) (5.6) 

สําหรับทุกคูของ <y, x> ∈ Y × X และจะเห็นไดวา (R—1)—1 = R สําหรับความสัมพันธทวิภาคแบบ
ฟซซีทุกอนั เชนถาเรามี 
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 5.3.2 การประกอบ (Composition) ของความสัมพันธแบบฟซซ ี
  การประกอบของความสัมพันธแบบฟซซีเปนเชนเดียวกับการประกอบของความสัมพันธแบบ
ด้ังเดิมนั่นคือความสัมพันธทวิภาคทั้ง 2 อัน (P และ Q) ตองเขากันได (compatible) (คารทีเชียนโพร

ดักสของทั้งสองคือ X × Y และ Y × Z จะตองมี Y ในคารทีเชียนโพรดักสแรกและคารทีเชียนโพรดักส

ที่สอง) จะได R = P •Q ซึ่งประกอบดวย <x, z> ของ X × Z ซึ่งถูกเชื่อมดวยความสัมพันธ P และ Q 

โดยผาน y ∈ Y อยางนอย 1 ตัว 
  เมื่อ P และ Q เปนความสัมพันธแบบฟซซ ี แตละการเชื่อมจาก x ถึง z โดยผานทาง
ความสัมพันธและสมาชิกใน Y บางตัวเปนเรื่องของระดับ โดยที่คาระดับนี้ขึ้นอยูกับ P(x, y) และ Q(y, 
z) และถูกเลือกจากคาที่นอยที่สุดระหวาง 2 คานี้ นั่นคอืคาความเปนสมาชิกของลูกโซ <x, y, z> เปน
คาที่ออนแอที่สุดของทั้ง 2 การเชื่อม <x, y> และ <y, z> และถาคาความเปนสมาชิกของการเชื่อมหนึง่
เปน 0 คาระดบัของการเชื่อมทั้งหมดจะเปน 0 ดวยโดยทีไ่มสนใจวาอีกอันจะเปนอะไร การเชื่อมจาก x 
ไป z ทั้งหมด เราจะเลือกคาที่มากที่สุดเปนคาความเปนสมาชิกที่อธิบายความสัมพันธ x ไป z นี้ นัน่
คือ 
     ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]zyyxzxzx

Yy
,,,minmax,, QPQPR

∈
=•=  (5.7) 

  เราเรียกการคาํนวณในสมการที่ 5.7 วาการทําการประกอบ max-min (max-min 
composition) แตถาเปลี่ยน min เปนการคณู เราเรียกวาการประกอบ max-product (max-product 
composition) ซึ่งเขียนไดเปน 
     ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]zyyxzxzx

Yy
,,max,, QPQPR ×=•=

∈
 (5.8) 

        

 ตัวอยางที่ 5.2 ให X = {a, b, c} Y = {1, 2, 3, 4} และ Z = {aa, bb, cc} และ

ความสัมพันธแบบฟซซี P บน X × Y และ Q บน Y × Z เปนดังรูปที่ 5.4 
  การหาคาความเปนสมาชิกของการประกอบใชการประกอบ max-min เชนที่คู <b, aa> หาคา
ความเปนสมาชิกจากคู <b,1> กับ <1,aa> และ <b,2> กบั <2,aa> และ <b,3> กับ <3,aa>  ซึ่ง เปน 
max(min(0.2,0.5), min(0.9,0.3), min(0.7,1)) ดังนั้นคาความเปนสมาชิกของ <b, aa> คือ 0.7  
        

  คุณสมบัติของการประกอบเชน (P•Q)•R = P•(Q•R) หรือ (P•Q)−1 = Q−1• P−1 หรอื 

P•Q ≠ Q • P เปนจริงสําหรับความสัมพันธแบบฟซซีดวย  
  ในการประกอบความสัมพันธมีการนําการเชื่อมความสัมพันธ (relation join) มาใชซึ่งจะ
อธิบายในหัวขอตอไป 
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a 

b 

c 

1 

2 

3 

4 

aa 

bb 

cc 

0.7 
1 

0.2 
0.9 

0.7 

1 
0.6

0.5 

0.3 

1 
0.8 

1 
0.4 

P  
Q 

a 

b 

c 

aa 

bb 

cc 

0.5

0.7

0.7

1 0.8

0.4

P • Q  
           (ก)                                       (ข) 

รูปที่ 5.4 (ก) ความสัมพันธแบบฟซซี P และ Q (ข) การประกอบ P • Q 
 
  5.3.2.1 การเชื่อมความสัมพันธ (Relation Join) 

  ถาเปนในกรณีความสัมพันธแบบดั้งเดิม ถา P ⊆ X × Y และ Q ⊆ Y × Z แลวการเชื่อม

ความสัมพันธ P * Q = {<x, y, z> | <x, y> ∈ P และ <y, z> ∈ Q} สวนในกรณีของความสัมพันธ
แบบฟซซีจะไดเปน 

     (P * Q )(x, y, z) = min[P(x, y), Q(y, z)]  (5.9) 
จะเห็นไดวาสมการนี้คือคาความเปนสมาชิกของลูกโซ <x, y, z> ซึ่งเปนคาที่ออนแอที่สุดของทั้ง 2 การ
เชื่อม <x, y> และ <y, z> และจะไดวา การประกอบเปนการหาคาที่มากที่สุดของการเชื่อม 
     ( )( ) ( )( )zyxzx

Yy
,,max, QPQP ∗=•

∈
 (5.10) 

 
5.4 การฉาย (Projection) และการขยายแบบไซลินดิก (Cylindrical Extensions) 

  ใหความสัมพันธแบบฟซซีเปนความสัมพันธที่เปนซับเซตของคารทีเชียนโพรดักส X = X1 ×  

X2 × ... × Xn (R(x1, x2,..., xn)) และตองการสรางความสัมพันธแบบฟซซีอนัใหมบนคารทีเชียนโพร

ดักส Y ซึ่ง Y = {xj | j ∈ J ⊂ Nn} โดยที่ |J| = r ดังนั้นการฉายความสัมพันธ R ลงบน Y เปน 

      [ ]( ) ( )xyY
yx

GG
G;G
RR max=↓  (5.11) 

โดยที่ yG  เปน r ทูเพิลใน Y และ xG  เปน n ทูเพิลใน X และ xG  ; yG  คอื yG เปนซับซีเควน 
(subsequence) ของ xG  
        

 ตัวอยางที่ 5.3 ใหเซต D = {d1, d2,  d3,  d4, d5} เปนเซตของโรค และเซต S = {s1, s2, s3} 

เปนเซตของอาการ และความสัมพันธแบบฟซซีของโรคและอาการบน S × D คือ 
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ดังนั้นการฉาย Q ลงบน S คอื 

      [ ]( ) ( )dssS
Dd

,max1 QQQ
∈

==↓  

                            
321

9.08.07.0

sss
++=  

และการฉาย Q ลงบน D คือ 

      [ ]( ) ( )dsdD
Ss

,max2 QQQ
∈

==↓  

                             
54321

6.09.08.07.07.0

ddddd
++++=   

 ตัวอยางที่ 5.4 ให R เปนความสัมพันธฟซซบีน X1 × X2 × X3 โดยที่ X1= {x11, x12, x13} X2= 

{x21, x22, x23} และ X3= {x31, x32, x33} และมีคาเปน 

    
312311312211322111312111 ,,

2.0

,,

6.0

,,

3.0

,,

5.0

xxxxxxxxxxxx
+++=R  (5.12) 

  การฉาย R ลงบน Y (X1 × X3) ซึ่งมีทั้งหมด 9 คูนั่นคอื {<x11, x31>, <x11, x32>, <x11, x33>, 

<x12, x31>, <x12, x32>, <x12, x33>, <x13, x31>, <x13, x32>, <x13, x33>} คาความเปนสมาชิกของแตละคู
หาไดจากสมการที่ 5.12 เชน คาความเปนสมาชิกของ <x11, x31> ทําไดโดยใชคาความเปนสมาชิกของ 
ทุกสมาชิกใน R ที่มี x11 และ x31 ดังนั้น 

     [ ]( ) ( ) 6.02.0,6.0,5.0max, 3111 ==↓ xxYR  
คาความเปนสมาชิกของคูอื่นทําไดเชนเดียวกัน  
        
  เนื่องจากวิชานี้เปนเพียงทฤษฎีฟซซีเซตพื้นฐานเทานั้นจึงใชการหาคาที่มากที่สุดมาใชใน
กรณีนี้ แตในความเปนจริงเราสามารถใชการดําเนินการอืน่นอกเหนือจากยูเนียนมาตรฐานได 
  การดําเนินการที่เปนการผกผนักับการฉายคอืการขยายแบบไซลินดิก (cylindrical 
extensions) สมมุติใหคารทีเชียนโพรดักส X และ Y เปนเชนที่กลาวขางตน และ R เปนความสัมพันธ

แบบฟซซทีี่เปนซับเซตของ Y ให [ R ↑ X − Y ] เปนการขยายแบบไซลินดิกของ R ไปยังเซต Xi 

โดยที่ i ∈ Nn ที่อยูใน X แตไมไดอยูใน Y  

      [ ]( ) ( )yxYX GG RR =−↑  (5.13) 
สําหรับแตละ xG  ที่ xG  ; yG  
        
 ตัวอยางที่ 5.5 จากตัวอยางที่ 5.3 ตองการขยาย Q1 ไปยัง D และ Q2 ไปยัง S จะได 
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ซึ่งไมเทากับ Q ที่เปนความสัมพันธเดิมแสดงวาเราไมสามารถสราง Q จากการฉายทั้งสองได  
        
  ตัวอยางที่ 5.5 ไดพูดถึงการสรางความสัมพันธจากการฉายโดยใชอินเตอเซกชันของการฉาย
หลายอันความสัมพันธผลลัพธที่ไดถูกเรียกวา การปดไซลินดิก (cylindric closure) ซึ่งเมื่อการฉายใช 
max ดังนั้น min จึงถูกใชในการหาอินเตอเซกชัน  

  ให เซตของการฉายของความสัมพันธแบบฟซซีบน X เปน {Pi | i ∈ I } ดังนั้นการปดไซลิ
นดิกเปน 

      { }( ) [ ]( )xYXxcyl ii
Ii

i
GG −↑=

∈
PP min  (5.14) 

โดยที่ xG  เปน n ทูเพิลในคารทเีชียนโพรดักส X และ Pi เปนการฉายของความสัมพันธแบบฟซซี บน 
คารทีเชียนโพรดักส Yi 
 
5.5 ความสัมพันธแบบฟซซีที่เทากัน (Fuzzy Equivalence Relations) และความสัมพันธแบบ
ฟซซีทีเ่ขากันได (Fuzzy Compatibility Relations) 
  กอนที่จะกลาวถึงความสัมพันธที่เทากัน จะตองกลาวถึงคุณสมบัติทั้งสามที่เคยกลาวมาแลวใน
หัวขอ 4.4 นั่นคือการสะทอน สมมาตร และถายทอด ซึ่งคุณสมบัติทั้งสาม สามารถนํามาใชใน
ความสัมพันธแบบฟซซีได 

1. การสะทอน (reflexive) ความสัมพันธแบบฟซซ ีR จะสะทอนถา R(x, x) = 1 สําหรับทุก x ∈ 
X แตถาเปนจริงสําหรับบาง x ที่อยูใน X เทานั้นแสดงวาเปน irreflexive และถาไมเปนจริง

สําหรับทุก x ที่อยูใน X เลยแสดงวาเปน antireflexive นอกจากนี้ยังมีการสะทอนที่เรยีกวา ε-

reflexive ซึ่งคอื R(x, x) ≥ ε โดยที่ 0 < ε < 1 

2. การสมมาตร (symmetry) ความสัมพันธแบบฟซซี R จะสมมาตร ถา R(x, y) = R(y, x) 
สําหรับทุก x และ y ที่อยูใน X แตถาเปนจริงสําหรับบาง x และ y แสดงวาเปน asymmetry 
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และถา R(x, y) > 0 และ R(y, x) > 0 แสดงวา x = y สําหรับทุก x และ y ใน X เปน 
antisymmetry 

3. การถายทอด (transitive) โดยปกติสําหรับความสัมพันธแบบฟซซี การถายทอดมีหลายยิยาม
แตนิยามที่ใชกันมากเรียกวา max-min transitive ซึ่งคือถา 

     ( ) ( ) ( )[ ]zyyxzx
Yy

,,,minmax, RRR
∈

≥  (5.15) 

เปนจริงสําหรบัทุก <x, z> ∈ X2 แสดงวาเปน max-min transitive และถาเปนจริงสําหรับบาง
คู แสดงวาเปน nontransitive และถา ( ) ( ) ( )[ ]zyyxzx

Yy
,,,minmax, RRR

∈
<  เปนจริง

สําหรับทุก <x, z> ∈ X2 แสดงวาเปน antitransitive 
  ความสัมพันธทวิภาคแบบฟซซีใดๆที่มีการสะทอน สมมาตร และ ถายทอด (ในนิยามของการ

ถายทอด) ถูกเรียกวาความสัมพันธแบบฟซซีที่เทากัน และเราสามารถพสูิจนไดวา แตละ α-cut ของ
ความสัมพันธแบบฟซซีที่เทากันใดๆจะเปนความสัมพันธที่เทากันตามความสัมพันธแบบดั้งเดิม 
        
 ตัวอยางที่ 5.6 ใหความสัมพันธแบบฟซซ ี Q เปนความสัมพันธที่แสดงถึงความคิดเห็นที่
เหมือนกนัของผูเชี่ยวชาญ 6 คนในเรือ่งการเมืองเรื่องหนึ่ง ซึ่งแสดงในรูปเมตริกซดังนี ้
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⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1008.000

015.005.05.0

05.01018.0

8.000100

05.01018.0

05.08.008.01

Q  

  จากเมตริกซของ Q จะเห็นวาเปนความสัมพันธที่ สะทอน สมมาตร และถายทอดตาม max-
min transitive เชนคาความเปนสมาชิกในความสัมพันธ ของผูเชี่ยวชาญที่ 1 และ 4 (Q(1,4)) ซึ่งมีคา
เทากับ 0.8 จากเมตริกซ แตถาดูจากการถายทอดจะไดวา  
max(min(Q(1,2),Q(2,4)), min(Q(1,5),Q(5,4))) = max(min(0.8,1), min(0.5,0.5)) = 0.8 ซึ่งคานี้
เทากับคาที่อยูในเมตริกซแสดงวาเปนไปตาม max-min transitive และคูอื่นก็เปนทํานองเดียวกัน รูปที ่
5.5 แสดง กราฟมีทิศทางของ Q เพียงแตเอาทิศทางและลูปวนกลับ (self loop) ออก 
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รูปที่ 5.5 ความสัมพันธแบบฟซซีที่เทากัน Q 
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  α-cut ของความสัมพันธแบบฟซซีที่เทากัน สําหรับคา α ∈ (0,1] เปนความสัมพันธที่
เทากัน นัน่คือความมีหรือไมมีของความเทากันระหวางสมาชิกที่ระดับ α แตละความสัมพันธที่เทากัน
สรางพารทิชันของ X  

  ให π(αR) เปนพารทิชันตามความสัมพันธที่เทากัน αR นั่นคือ x และ y อยูในบล็อคเดียวกัน 

ก็ตอเม่ือ R(x, y) ≥ α ดังนั้น แตละความสัมพันธที่เทากันจะเกี่ยวเนื่องกับ 

      Π(R) ={π(αR) | α ∈ (0,1] } (5.16) 

ของพารทิชนัของ X พารทิชนั π(βR) ถูกแบงละเอียด (refinement) เปน π(αR) ไดก็ตอเมื่อ α ≥ 

β รูปที่ 5.6 แสดงตนไมพารทิชัน (partition tree) ของ Q ในตัวอยาง 5.6 
  ความสัมพันธแบบฟซซีที่มีการสะทอน และสมมาตร เปนความสัมพันธแบบฟซซีที่เขากันได 
(fuzzy compatibility relation) และในความสัมพันธนี้ คลาสที่เขากันได (compatibility class) จะถูก 

นิยามในรูปของระดับของคาความเปนสมาชิก α นัน่คือ α-compatibility class เปนซบัเซต A ของ X 

ที่ R(x, y) ≥ α สําหรับทุก x, y ใน X  และ maximal α-compatibility และ complete α-cover เปน
คําที่ขยายจากนิยามที่ใชในความสัมพันธด้ังเดิม คือ maximal compatibility และ complete cover 
(ครอบครัว (family) ของ maximal compatibility)  สมมุติใหความสัมพันธแบบฟซซี R แสดงในรูปที่ 
5.7 จากรูปสามารถพิสูจนไดวา เปนความสัมพันธที่เทากันได เชน R(1,4) = 0.8 จากรูป และมีคาจาก
การเทียบเทากับ max(min(R(1,y), R(y,4)) = 0.9 ทําใหความสัมพันธนี้ไมถายทอดแตสมมาตรและ

สะทอน ดังนั้นสามารถหา complete α-cover ของความสัมพันธนี้ไดดังรปูที่ 5.8 
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รูปที่ 5.6 ตนไมพารทิชันของ Q จากตัวอยางที่ 5.6 
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รูปที่ 5.7 ความสัมพันธแบบฟซซีที่เขากันได 



 

______________________________________________________________________________ 
58  ทฤษฎีฟซซีเซต 

  ในการประยุกตใชบางงานความสัมพันธแบบฟซซีควรจะมีการถายทอดแตเนื่องจากการเก็บ
ขอมูลที่ผิดพลาด หรือความเห็นของผูเชี่ยวชาญที่ไมคงทีท่ําใหเปนความสัมพันธไมถายทอดดังนั้นเรา
จึงตองแปลงความสัมพันธฟซซี R ใหมีการถายทอดและยังคงมีความใกลเคียงกับ R มากที่สุดเทาที่จะ
เปนไปได การทําแบบนี้เรียกวา โครสเชอรการถายทอด (transitive closure) ของ R  
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1 2 2 4 1 5 4 5
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รูปที่ 5.8 complete α-cover ของความสัมพันธในรูปที ่5.7 
  ในการทําใหมีโครสเชอรการถายทอด คาความเปนสมาชิกใน R บางคาจะมีคาเพิ่มขึ้น ดังนั้น
โครสเชอรการถายทอด (transitive closure) ของ R (RT) เปนความสัมพันธแบบฟซซีที่นอยที่สุดทีมี่
การถายทอดและมี R อยูขางใน หนึ่งในวิธีการที่จะหา RT เปนการวนซ้ําของอัลกอริทึมดงัรูปที่ 5.9 

Do  

 คํานวณ R’= R ∪ (R •R) 

 If R’ ≠ R ให R = R’ Else Stop 
Until Stop 

รูปที่ 5.9 อัลกอริทึมของการหา RT 
  ถา R เปนความสัมพันธบนเซตที่มีสมาชิก n ตัว วิธีการในรูปที่ 5.9 จะลูเขาหาคําตอบใน
จํานวนรอบที่ไมมากกวา n-1 ครั้ง 
 
5.6 ลําดับบางสวนแบบฟซซี (Fuzzy Partial Ordering) 
  ความสัมพันธแบบฟซซ ีR บนเซต X ที่มีการสะทอน antisymmetry และถายทอดตามรูปแบบ
ใดรูปแบบหนึ่งของการถายทอด เปนลําดับบางสวนแบบฟซซี (fuzzy partial ordering) เมื่อลําดับ
บางสวนแบบฟซซถีูกนิยามบนเซต X จะมีฟซซีเซต 2 เซตที่มีความเกี่ยวพันกับสมาชิก x ใน X ฟซซี

เซตอันแรกคือ โดมิเนตติงคลาส (dominating class) ของ x (R≥[x]) ซึ่งคือ 

      R≥[x](y) = R(x,y) (5.17) 
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สําหรับ y ∈ X ซึ่งสมการที่ 5.17 มีความหมายวา โดมิเนตติงคลาสของ x ประกอบดวยสมาชิกของ X 
ที่มีระดับที่ โดมิเนต (dominate) x และฟซซีเซตอีกอนัคอื คลาสที่ถูกโดมิเนต (dominated) โดย x 

(R≤[x]) โดยที่  

      R≤[x](y) = R(y, x) (5.18) 

สําหรับ y ∈ X ซึ่งสมการที่ 5.18 มีความหมายวา คลาสที่ถูกโดมิเนตโดย x ประกอบดวยสมาชิกของ 
X ที่มีระดับที่ถกูโดมิเนตดวย x  

  สมาชิก x ∈ X ใดๆ ไมถูกโดมิเนตก็ตอเมื่อ 

      R(x, y) = 0 (5.19) 

สําหรับทุก y ∈ X และ x ≠ y และ x จะไมโดมิเนต ก็ตอเมื่อ 

      R(y, x) = 0 (5.20) 

สําหรับทุก y ∈ X และ y ≠ x 
  สําหรับเซตแบบดั้งเดิม A ของเซต X ที่มีลําดับบางสวนแบบฟซซีถกูนิยามบน คาขอบเขตบน
แบบฟซซ ี(fuzzy upper bound) สําหรับ A เปนฟซซีเซต U(R, A) ถูกนิยามเปน 

      ( ) [ ]∩
Ax

xA
∈

≥= RRU ,  (5.21) 

โดยที่ ∩ คือฟซซีอนิเตอเซกชัน และนิยามนี้จะกลายเปน ขอบเขตบนแบบดั้งเดิมถาลําดับบางสวน
เปนแบบดั้งเดิม และถาคาขอบเขตบนที่นอยที่สุด (least upper bound) ของเซต A มีจริง จะเปน x ที่
อยูใน U(R, A) ที่ทําให 
      U(R, A)(x) > 0 และ R(x, y ) > 0 
สําหรับทุกสมาชิก y ในซัปพอรตของ U(R, A) (supp(U(R, A)) 
        

 ตัวอยางที่ 5.7 ใหความสัมพันธแบบฟซซ ี R เปนความสัมพันธบน {a, b, c, d, e} × 

{a,b,c,d,e} และมีคาเปน 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.19.00.01.00.0

0.00.10.00.00.0

8.00.10.17.05.0

0.09.00.00.10.0

7.00.10.07.00.1

R  และให เซต A = {a, b} เปนซับ

เซตของ {a, b, c, d, e} ดังนั้น โดมิเนตติงคลาส ของ a และ b เปน 

      [ ] edbaa
7.017.01

+++=≥R  

      [ ] dbb
9.01

+=≥R  

คาขอบเขตบนแบบฟซซีสําหรับ เซต A เปน  

      { }( ) [ ]∩
Ax

xba
∈

≥= RRU ,,  
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db

9.07.0
+=  

จากสมการคาของเขตบนแบบฟซซีจะไดวา b เปนคาขอบเขตบนทีน่อยที่สุดของเซต A เพราะ 
U(R,A)(b) > 0 และ R(b, y) > 0 สําหรับ y ทุกตัวที่เปนสมาชิกของ supp(U(R,A))  
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รูปที่ 5.10 ลําดับแบบคริสป (crisp ordering) ที่ไดจากความสัมพันธแบบฟซซ ีR 

  และจากเมตริกซ R จะไดวา d ไมถูกโดมิเนต เพราะ R(d, y) = 0 สําหรบัทุก y ≠ d และ c 

จะไมโดมิเนตเพราะ R(x, c) = 0 สําหรับทุก x ≠ c รูปที่ 5.10 แสดงลําดับแบบคริสป (crisp ordering) 

ที่ไดจากความสัมพันธแบบฟซซี R จากรูปเราจะเห็นไดวาลําดับจะออนแอลงถาคา α เพิ่มขึ้น  
        
  

α = 0.1 

α = 0.5 

α = 0.7 
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α = 0.9 

α = 1.0 
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เลขคณิตเชิงฟซซี 
Fuzzy Arithmetic 66

 
  ในบทนี้กลาวถึงเลขคณิตเชิงฟซซี ต้ังแตตัวเลขฟซซีรวมถึงการดําเนินการตางๆที่เกี่ยวกับ
ตัวเลขฟซซีเหลานี้เพื่อที่นักศึกษาจะไดมีความเขาใจในเรื่องดังกลาวนี้ดีย่ิงขึ้น 
 
6.1 ตัวเลขฟซซี (Fuzzy Numbers) 
  แนวคิดของตัวเลขฟซซ ี (fuzzy number) เกิดขึ้นเนื่องจากเหตุการณตางๆที่เกี่ยวของกับ
ตัวเลขไมสามารถบงบอกตัวเลขไดอยางชัดเจน ตัวอยางเชนการบอกเวลาใหกับผูอื่นเรามักจะใชคําพูด
วาเวลา “ประมาณ 2 โมง” หรือ “ประมาณ 6 นาฬิกา 30 นาท”ี หรอือยางเชนการบอกน้ําหนักของ
ส่ิงของอาจจะบอกวา “ประมาณ 4 กิโลกรัม” เปนตน 
  การบอกตัวเลขที่มีคําวา “ประมาณ” เกี่ยวของกับแนวคิดที่สามารถอธิบายไดดวยฟซซีเซต 
เพราะฟงกชันสมาชิกจะรวมเอาตัวเลขที่อยูโดยรอบเขาไปดวยโดยที่ตัวเลขตรงกลางจะเปนตัวเลขที่มี
ความเขากันไดกับแนวคิดมากที่สุด และตัวเลขโดยรอบจะเปนตัวเลขที่เขากันไดกับแนวคิดนอยลงไป 
ดังนั้นคาความเปนสมาชิกของตัวเลขตรงกลางควรจะมีคาเปน 1 และคาความเปนสมาชิกของตัวเลข
โดยรอบควรจะลดหลั่นลงไปตามอัตราสวน ดังนั้นตัวเลขฟซซี A ใดๆควรเปน 

      A : ℜ → [0,1] (6.1) 
  ฟงกชันสมาชกิของตัวเลขฟซซีมีลักษณะคลายกับฟงกชันสมาชิกของฟซซีเซตทั่วไปแตไม
ทั้งหมด นัน่คือฟงกชันสมาชกิของตัวเลขฟซซีที่เปนไปตามแนวคิดที่กลาวขางตนมีลักษณะดังนี้ 
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,สําหรับ

,สําหรับ1

,สําหรับ

A  (6.2) 

โดยที่ a ≤ b ≤ c ≤ d และ f เปนฟงกชันเพิ่ม (increasing function) ที่เพิ่มคาจนถึง 1 ที ่b ในขณะที่ 
g เปนฟงกชนัลด (decreasing function) ที่ลดคาจนเปน 0 ที่ d รูปที่ 6.1 แสดงฟงกชันสมาชิกของ
ตัวเลขฟซซี 4 แบบที่เปนไปตามแนวคิดที่กลาวถึงขางตน 

A(x) 

1 

g f 

a b c d x a b c d 

A(x) 

1

g f

 
         (ก)                                            (ข) 
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x a b = c d 

A(x) 

1 

g f 

x a b = c d 

A(x) 

1

gf 

 
         (ค)                                            (ง) 

รูปที่ 6.1 ตัวอยางของตัวเลขฟซซ ี
  รูปรางฟงกชันสมาชิกของตัวเลขฟซซีที่ใชในงานโดยทั่วไปจะมีรูปรางเปนสี่เหลี่ยมคางหมู 
(trapezoidal) หรือสามเหลีย่ม (triangular) จากที่กลาวมาทั้งหมดสามารถสรุปไดวาคุณสมบัติของ
ตัวเลขฟซซีมีดังนี้คือ 

1. ตัวเลขฟซซีเปนนอรแมล (normal) ฟซซีเซต (นั่นคือคอร (core) ของฟซซีเซตไมใชเซตวาง) 

2. α-cut ของตัวเลขฟซซีสําหรบัทุกคา α เปนชวงปดของเลขจํานวนจริง 
3. ซัปพอรต (support) ของตัวเลขฟซซ ีA, 0+A, ตองมีขอบเขตจํากัด 
4. ตัวเลขฟซซีเปนคอนเวกซ (convex) ฟซซีเซต 

  โดยปกติเราใชหลักการการขยาย (extension principle) ในการทําการคํานวณตางๆ แต
เนื่องจากการที่จะดิสคริต (discrete) ฟงกชันตอเนื่อง (continuous function) และทําการคํานวณโดยใช
หลักการขยายอาจทําใหคําตอบที่ไดมีรูปรางที่ผิดปกติและไดคําตอบที่ไมถูกตองนัก และเนื่องจากฟซซี

เซตสามารถถูกแทนดวย α-cut ได และ α-cut เหลานี้เปนชวงปดของเลขจํานวนจริง ดังนัน้การ
คํานวณทางคณิตศาสตรตางๆของตัวเลขฟซซี สามารถทําไดโดยการทําการคํานวณของชวงปดและ
หลังจากนั้นใชทฤษฎีการแยก (Decomposition Theorem) ในการประกอบฟซซีผลลพัธ ซึ่งการทําการ
คํานวณของชวงเปนเรื่องของการวิเคราะหชวง (interval analysis) นั่นเอง 
 
6.2 การคํานวณทางคณิตศาสตรของชวง (Arithmetic Operations on Intervals) 
  มีการพัฒนาการคํานวณกับตัวเลขที่ไมชัดเจนที่อยูในรูปของชวงปดมาตั้งแตชวงปลายของป

คริสตศักราชที่ 1950 สมมุติวามีชวงปดสองชวงคือ [a, b] และ [c, d] โดยที่จุดปลาย (endpoint) ของ

ชวงเหลานี้เปนเลขจํานวนจริง a b c และ d ที่ a ≤ b  และ c ≤ d ดังนั้นการทําการคํานวณ + − ⋅ 
และ ⁄ บนชวง [a,b] และ [c,d] ถูกนิยามใหเปนเซตจํานวนจริงที่ถูกคํานวณในแตละคูของเลขจํานวน
จริงในคารทีเชยีนโพรดักส (cartesian product) เพราะเลขจํานวนจริงที่อยูในชวงที่เกี่ยวของอาจเปน
ตัวเลขที่เปนคําตอบที่แทจริง ดังนั้นเราควรทําการคํานวณบนทุกคูที่เปนไปได โดยทีแ่ตละคูประกอบ

ไปดวยคาที่มาจากชวง [a, b] และอีกคามาจากชวง [c, d] นั่นคอื สมมติุให ∗ แทนการคํานวณ + − 

⋅ และ ⁄ จะได 
     [a, b] ∗ [c, d] = {f ∗ g| a ≤ f ≤ b, c ≤ g ≤ d} (6.3) 



 

___________________________________________________________________________________________ 

  6. เลขคณิตเชิงฟซซี 63

  แตขอยกเวนของการคํานวณนี้คือสําหรับการหาร จะไมสามารถหาคําตอบไดเม่ือ 0 ∈ [c, d] 
ดังนั้นในที่สุดเราจะไดเซตของคําตอบของทกุคู ซึ่งคอืคาํตอบสุดทายของการคํานวณของชวงนัน่เอง 
และผลลัพธที่ไดจากการคํานวณบนชวงปดจะเปนชวงปดเชนกัน 

  การบวก (addition) (+) 

  [a, b] + [c, d] = [a + c, b + d] เชน [2,5] + [1,3] = [3,8] 
 

 

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 

รูปที่ 6.2 การบวกชวงปด (เสนประคือชวงผลลัพธ) 

  การลบ (subtraction) (−) 

  [a, b] − [c, d] = [a − d, b − c] เชน [2,5] − [1,3] = [-1,4] 
 

 

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 

รูปที่ 6.3 การลบชวงปด (เสนประคือชวงผลลัพธ) 

  การคูณ (multiplication) (⋅) 
  [a, b] ⋅ [c, d] = [min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, bc, bd)] เชน 

[-1,1] ⋅ [-2,0.5] = [min(-1(-2),-1(0.5), 1(-2), 1(0.5)),max(-1(-2),-1(0.5), 1(-2), 1(0.5))] 
       = [-2, 2] 
 

 

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 

รูปที่ 6.4 การคูณชวงปด (เสนประคือชวงผลลัพธ) 

  การหาร (division) (/) 
  [a, b] / [c, d] = [a, b] ⋅ [1/d, 1/c] 
          = [min(a/c, a/d, b/c, b/d), max(a/c, a/d, b/c, b/d)] 
  แตทั้งนี้ทั้งนัน้ 0 ตองไมอยูในชวง [c, d] เชน [-1,1] / [-2,-0.5] = [-2, 2] 
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-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 

รูปที่ 6.5 การหารชวงปด (เสนประคือชวงผลลัพธ) 

  สมมุติให I = [i1, i2] J = [j1, j2] K = [k1, k2] 0 =[0, 0] และ 1 = [1, 1] การคํานวณของ
ชวงปดมีลักษณะสมบัติดังตอไปนี ้

1. I + J = J + I 

I ⋅ J = J ⋅ I   (commutativity) 

2. (I + J) + K = I + (J + K) 

  (I ⋅ J) ⋅ K = I ⋅ (J ⋅ K) (associativity) 

3. I = 0 + I = I  + 0 

I = 1 ⋅  I = I  ⋅  1  (identity) 

4. I ⋅ (J + K) ⊆ I ⋅ J + I ⋅ K (subdistributivity) 

5. 0 ∈ I − I และ 1 ∈ I / I 
6. ถา I ⊆ E และ J ⊆ F แลว 

  I + J ⊆ E + F 

  I − J ⊆ E − F 

  I ⋅ J ⊆ E ⋅ F 

  I / J ⊆ E / F 
  การคํานวณของชวงมีขอเสียเนื่องจากปญหาของการเกิดหลายครั้ง (multiple occurrence 

problem) ตัวอยางของปญหานี้เชน 
[ ] [ ]
[ ]3,1

3,14,2 ⋅
 จะเหน็ไดวาในสมการนี้ชวง [1,3] เปนทั้งตัวคณู

และตัวหาร ซึง่โดยปกติคําตอบที่ถูกตองควรจะเปน [2,4] แตทําการคํานวณตามการวิเคราะหชวง 
คําตอบที่ไดจะไมถูกตอง 
        

 ตัวอยางที่ 6.1 การคํานวณหา 
[ ] [ ]
[ ]3,1

3,14,2 ⋅
 

  ถาทําตามการวิเคราะหชวงโดยการคูณกอนและหารทหีลังจะได 
[ ] [ ]
[ ]3,1

3,14,2 ⋅
= 
[ ]
[ ]3,1

12,2
 

                    = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 12,

3

2
 

  และถาทําการหารกอนและคณูทีหลังจะได 
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[ ] [ ]
[ ]3,1

3,14,2 ⋅
 = [ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡× 3,

3

1
4,2  

           = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 12,

3

2
 

  จะเห็นไดวาไมวาจะทําการคํานวณวิธีใดคําตอบที่ไดก็เปนคาํตอบที่ไมถูกตอง  
        
  Dong และ Wong [Dong85, Dong87] ไดเสนอวิธีแกปญหานี้คือให  

y = f(x1, x2,…,xn) 
โดยที่ x1, x2,…,xn อยูใน [a1, b1], [a2, b2],…, [an, bn] และเนื่องจากมี 2n จุดขอบ (end point) ทํา
ใหการหาคา y ตองทําทั้งหมด 2n การผสม (combination) หรือ การเรยีงลําดับ (permutation) ของ 
อาเรย n มิติ (n-arry array) นั่นคือ 

  β1: (a1, a2,…, an) 
  β2: (b1, a2,…, an) 
  # 
  n2

β : (b1, b2,…, bn) 

  จะได ชวงผลลัพธ  

 [ ] ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }[ ]nn ffffffdc
221221 ,,,max,,,,min, ββββββ ……=  (6.4) 

        
 ตัวอยางที่ 6.2 จากตัวอยางที่ 6.1 ใหทําการคํานวณโดยใชวิธีของ Dong และ Wong  

  เนื่องจากในสมการนี้มีชวงที่เกี่ยวของอยู 2 ชวงคือ [2,4] และ [1,3] ดังนั้นการผสมของจุด
ขอบ (βx: (a,b) โดยที่ a มาจาก [2,4] และ b มาจาก [1,3]) มีอยูทั้งหมด 4 ชุดคือ  

  β1: (2,1) และ f(β1) = 2 

  β2: (2,3) และ f(β2) = 2 

  β3: (4,1) และ f(β3) = 4 

  β4: (4,3) และ f(β4) = 4 

ดังนั้นชวงผลลพัธคือ [2,4] ซึ่งเปนคําตอบที่ถูกตอง แตถาเราคิดวามีชวงที่เกี่ยวของ 3 ชวงคือ [2,4] 
[1,3] ที่เปนตัวคูณ และ [1,3] ที่เปนตัวหาร จะมีการผสม (βx: (a,b,c) โดยที่ a มาจาก [2,4] b มา

จาก [1,3] ที่เปนตัวคูณ และ c มาจาก [1,3] ที่เปนตัวหาร ) ทั้งหมด 8 ชุดคือ 

  β1: (2,1,1) และ f(β1) = 2 

  β2: (2,1,3) และ f(β2) = 2/3 

  β3: (2,3,1) และ f(β3) = 6 

  β4: (2,3,3) และ f(β4) = 2 

  β5: (4,1,1) และ f(β5) = 4 
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  β6: (4,1,3) และ f(β6) = 4/3 

  β7: (4,3,1) และ f(β7) = 12 

  β8: (4,3,3) และ f(β8) = 4 

ดังนั้นชวงผลลพัธคือ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 12,

3

2
 ซึ่งเปนคําตอบที่ไมถูกตองเชนกนั ดังนั้นในการทําการผสมจุดขอบจะ

เปนการผสมของจุดขอบของชวงที่เกี่ยวของ ซึ่งชวงเหลานี้จะถูกนับเพียงแคครั้งเดียวเทานั้น  
        
 
6.3 การคํานวณทางคณิตศาสตรของตัวเลขฟซซี (Arithmetic Operation on Fuzzy Number) 

  จากที่เคยกลาวในหัวขอ 6.1 วาตัวเลขฟซซีถูกแทนดวยชวงปดของ α-cut และการคํานวณ
ทางคณิตศาสตรของตัวเลขฟซซีสามารถทําโดยการคํานวณของชวงปดได แตส่ิงแรกในการคํานวณ
แบบนี้ คอืกรณีที่เปนการบวกหรือลบของตัวเลขฟซซีที่มีฟงกชันสมาชกิเปนสามเหลี่ยมหรือส่ีเหล่ียม
คางหมู เราสามารถทําการคํานวณไดโดยใชชวงที่คอร และซับพอรต เทานั้น โดยใชกฎตามการ
วิเคราะหชวง และผลลัพธของการคํานวณจากคอรและซับพอรต จะเปนคอรและซับพอรตของตัวเลข
ฟซซีผลลัพธ และฟงกชนัสมาชิกของตัวเลขฟซซีผลลพัธจะคงสภาพของสามเหลี่ยมหรือส่ีเหล่ียมคาง
หมูไว 

 

0 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 

A(x) 

 
(ก) 

 

0 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 

B(x) 

 
(ข) 

รูปที่ 6.6 ตัวเลขฟซซี(ก) A (ประมาณ 4) และ (ข) B (ประมาณ 2) 
            
 ตัวอยางที่ 6.3 ตองการคํานวณการบวก และลบตัวเลขฟซซี A (ประมาณ 4) และ B (ประมาณ 
2) ดังรูป 6.6  

  การบวกคอรจะได 4 + 2 = 6 และการบวกซับพอรต [3,5] + [1,3] = [4,8]  
  การลบคอรจะได 4 − 2 = 2 และการลบซับพอรต [3,5] − [1,3] = [0,4] 
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ตัวเลขฟซซีผลลัพธของทั้งการบวกและลบแสดงในรูปที่ 6.7 
 

0 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 

( A
 +

 B
)(x

) 
 

(ก) 
 

0 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 

( A
 −

 B
)(x

) 

 
(ข) 

รูปที่ 6.7 ตัวเลขฟซซีผลลพัธของ (ก) A (ประมาณ 4) + B (ประมาณ 2) (ข) A (ประมาณ 4) − B 
(ประมาณ 2) 

        
  การคํานวณจากคอรและซับพอรตเพื่อใหไดตัวเลขฟซซี สามารถทําไดในกรณีที่เปนตัวเลขฟซ
ซีที่มีฟงกชนัสมาชิกเปนสามเหลี่ยมหรอืส่ีเหล่ียมคางหม ู และทําไดเฉพาะ การบวกและการลบเทานัน้ 
แตถาเปนการคูณหรือหาร ถึงเปนตัวเลขฟซซีที่มีฟงกชันสมาชิกเปนสามเหลี่ยมหรือส่ีเหล่ียมคางหมู 
ผลลัพธที่ไดจะไมคงสภาพฟงกชันสมาชิกที่เปนสามเหลี่ยมหรือส่ีเหลี่ยมคางหมู 
  สวนการคํานวณของตัวเลขฟซซีที่มีฟงกชันสมาชิกเปนรูปรางอื่น และการคํานวณที่มี การคูณ

และหารสามารถทําไดดังนี้คือ ให A และ B เปนตัวเลขฟซซ ีและ ∗ เปนตัวดําเนินการตางๆ (+ − ⋅ 
และ ⁄ ) ในการคํานวณ และสําหรับแตละคา α ∈ [0,1] และ α-cut ของ A ∗ B ถูกนิยามในรูปของ 

α-cut ของ A และ B โดย 
      α(A ∗ B) = αA ∗ αB (6.5) 

แตไมสามารถใชสมการที่ 6.5 ในการคํานวณการหารที่ 0 ∈ αB สําหรบัทุกคา α ∈ [0,1] ตัวเลขฟซ
ซีผลลัพธคือ 

      ( )
[ ]
∪

1,0∈
∗=∗

α

α αBABA  (6.6) 

        

 ตัวอยางที่ 6.4 ทําการคํานวณ + − ⋅ และ ⁄ ของตัวเลขฟซซี A และ B ที่มีฟงกชันสมาชิกดังนี้ 
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( )

⎪
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⎧
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31สําหรับ
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11สําหรับ
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1

3และ1สําหรับ0
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xx

xA  

( )

⎪
⎪
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⎩

⎪⎪
⎪
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⎧
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−
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53สําหรับ
2
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31สําหรับ
2

1

5และ1สําหรับ0

x
x
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สําหรับทุกคา α ∈ [0,1] αA = [αa1, 
αa2] และ αB = [αb1, 

αb2] ดังนั้นจะไดวา 

( ) α
α

α =
+

=
2

11
1

a
aA   

( ) α
α

α =
−

=
2

3 2
2

a
aA  

จะไดวา αa1 = 2α − 1 และ αa2 = 3 − 2α ดังนั้น αA = [2α − 1, 3 − 2α] ในทํานองเดียวกัน 

( ) α
α

α =
−

=
2

11
1

b
bB  

( ) α
α

α =
−

=
2

5 2
2

b
bB  

จะไดวา αb1 = 2α + 1 และ αb2 = 5 − 2α ดังนั้น αB = [2α + 1, 5 − 2α] ดังนั้น 
α(A ∗ B) = [2α − 1, 3 − 2α] ∗ [2α + 1, 5 − 2α] 

ถา ∗ = + จะได 
α(A + B) = [4α, 8 − 4α] 

ขอบเขตลางของชวงผลลัพธจะมีคาอยูในชวง [0,4] และขอบเขตบนจะอยูในชวง [4,8] นั่นคอื  

4α = x  เม่ือ x ∈ [0,4] 
8 − 4α = x  เม่ือ x ∈ [4,8] 

จะได α = x/4 = (A + B)(x)   เม่ือ x ∈ (0,4] 
และ  α = (8 − x)/4 = (A + B)(x)   เม่ือ x ∈ [4,8) 
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ดังนั้ฟงกชนัสมาชิกของ A + B คือ ( )( )
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ถา ∗ = − จะได 
α(A − B) = [2α − 1, 3 − 2α] − [2α + 1, 5 − 2α] 

                                        = [4α − 6, 2 − 4α] 
และทําการหาคาขอบเขตบนและลางของ α-cut ของทกุคา α ∈ [0,1] ไดดังเชนการบวกจะได 
ฟงกชันสมาชกิของผลลบเปน 
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ถา ∗ = ⋅ จะได 
          α(A ⋅ B)   = [2α − 1, 3 − 2α] ⋅ [2α + 1, 5 − 2α] 

                                  = 
[ ] ( ]

[ ] ( ]⎪⎩
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⎨
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1,5.0เม่ือ15164,14
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ดังนั้นฟงกชันสมาชิกของผลคูณเปน 
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ถา ∗ = / จะได 
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α(A / B)  = 
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ดังนั้นฟงกชันสมาชิกของผลหารเปน 
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  โดยปกติเซตของจํานวนจริงมีความสัมพันธลําดับเชิงเสน (linear ordering) สําหรับทุกคูของ

จํานวนจริง (x และ y) โดยที ่x ≤ y หรือ y ≤ x ดังนั้นสาํหรับทุกคูของ x และ y ใน เสนจํานวนจริง 

(ℜ) ไดวา 

      ( )
⎩
⎨
⎧

≤

≤
=

xถาy

yxถา
,min

y

x
yx  (6.7) 

      ( )
⎩
⎨
⎧

≤

≤
=

xถาx

yxถา
,max

y

y
yx  (6.8) 

แตการเรียงลําดับนี้ใชไดกับเลขจํานวนจริงเทานั้น ดังนั้นสิ่งที่จะอธิบายตอไปนี้เปนการเรียงลําดับ
บางสวนของตัวเลขฟซซีที่ทําตามวิธีของหลักการการขยาย (extension principle) นั่นคือขยายการหา 
min และ max ไปที่ตัวเลขฟซซี ดังนีค้ือ 
     ( )( ) ( ) ( )[ ]yxz

yxz
BABA ,minsup,MIN

),min(=
=  (6.9) 

     ( )( ) ( ) ( )[ ]yxz
yxz

BABA ,minsup,MAX
),max(=

=  (6.10) 

สําหรับทุกคา z และสมการที่ 6.9 และ 6.10 ไดผานการพิสูจนแลววาผลลัพธที่ไดจะเปนตัวเลขฟซซี
เชนเดียวกัน  
  มีขอนาสังเกตที่ควรระวัง คือ MIN และ MAX เปนการหาตัวเลขฟซซีที่เล็กที่สุด และใหญที่สุด
ระหวางตัวเลขฟซซ ี 2 ตัวเลข ซึ่งแตกตางโดยสิ้นเชิงกับการหา min และ max ในกรณีของการทําอิน
เตอเซกชัน (intersection) และ ยูเนียน (union) ฟซซีเซต หรือตัวเลขฟซซี 
        
 ตัวอยาง 6.5 ใหตัวเลขฟซซ ีA และ B โดยที่ตัวเลขฟซซทีั้งสองมีฟงกชนัสมาชิกเปน 
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ดังนั้นตัวเลขฟซซีที่นอยที่สุดคือ ( )( )
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0 2 3 4 5-1 -2 1

1 
A B 

 
(ง) 

0 1 2 3 4 5 -1-2

1
A B 

 
(จ) 

รูปที่ 6.8 (ก) ตัวเลขฟซซี A และ B (ข) ตัวเลขฟซซีทีน่อยที่สุด (ค) อินเตอเซกชัน ของ A และ B (ง) 
ตัวเลขฟซซีที่มากที่สุด (จ) ยูเนียนของ A และ B 

ของตัวเลขฟซซี A B ตัวเลขฟซซีทีน่อยทีสุ่ด และ มากที่สุด รวมทั้งการหา min หรอือินเตอเซกชนั 
และ max หรือ ยูเนียน แสดงในรูปที่ 6.8 จากรูปจะเห็นไดถึงความแตกตางระหวางการหาตัวเลขฟซซี
ที่นอยที่สุด และ มากที่สุด กับ การหา min หรืออนิเตอเซกชัน และ max หรอื ยูเนียน  
        
  การเรียงลําดับบางสวน (partial ordering) (≺ ) ถูกนิยามดังนี ้

     A ≺  B ก็ตอเมื่อ (iff) MIN(A, B) = A หรือ (6.11) 

      A ≺  B ก็ตอเมื่อ (iff) MAX(A, B) = B (6.12) 
สําหรับตัวเลขฟซซี A และ B ใดๆที่อยูในฟซซีพาวเวอรเซต (power set) ( )(~ ℜP ) ของเสนจํานวน

จริง (ℜ) และยังสามารถนิยามการเรียงลําดับบางสวนในรูปของ α-cut ไดดังนี้ 

     A ≺  B ก็ตอเมื่อ (iff) min(αA, αB) = αA (6.13) 

     A ≺  B ก็ตอเมื่อ (iff) max(αA, αB) = αB (6.14) 

หรือสําหรับตัวเลขฟซซ ี A และ B ใดๆที่อยูในฟซซพีาวเวอรเซต (power set) ( )(~ ℜP ) ของเสน

จํานวนจริง (ℜ) และ α ∈ (0,1]โดยที่ αA และ αB เปนชวงปด ให αA = [a1,a2] และ 
αB=[b1,b2] แลว 
     min(αA, αB) = [min(a1, b1), min(a2, b2)] (6.15) 

     max(αA, αB) = [max(a1, b1), max(a2, b2)] (6.16) 
  และถาการเรียงลําดับบางสวนของชวงปดเปน 

     [a1, a2] ≤  [b1, b2] ก็ตอเมื่อ (iff) a1 ≤  b1 และ a2 ≤ b2 
ดังนั้นสําหรับตัวเลขฟซซี A และ B ใดๆที่อยูในฟซซพีาวเวอรเซต (power set) ( )(~ ℜP ) ของเสน

จํานวนจริง (ℜ) จะไดวา 

      A ≺  B ก็ตอเมื่อ (iff) αA ≤  αB (6.17) 

สําหรับทุก α ∈ (0,1] แตตัวเลขฟซซีในตัวอยางที่ 6.5 ไมสามารถเปรียบเทียบไดตามการ
เรียงลําดับบางสวนในหัวขอนี ้ แตอยางไรก็ตามตัวแปรภาษา (linguistic variable) สามารถ
เปรียบเทียบกันได เชน ตัวแปรภาษาของงานงานหนึ่งมดัีงนี้ ‘very small’ ‘small’ ‘medium’ ‘large’ 
‘very large’ ถาตองการเรียงลําดับบางสวนจะได 

‘very small’ ≺  ‘small’ ≺  ‘medium’ ≺  ‘large’ ≺  ‘very large’ 

MAX
max 
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ถึงแมวาฟซซพีาวเวอรเซต (power set) ( )(~ ℜP ) ของ ℜ  จะไมสามารถหาการเรียงลําดับบางสวน
ไดดวยวิธีนี้แตมีซัปเซตบางเซตที่อยูใน )(~ ℜP  สามารถการเรียงลําดับบางสวน ซึ่งมีใชในการ
ประยุกตตางๆมากมาย และนอกเหนือจากการเรียงลําดับวิธีนี้ยังมีการเรียงลําดับตัวเลขฟซซแีบบอื่นๆ
ที่ไมไดกลาวถึงในบทนี้แตมีการใชในงานทั่วไป 
 
6.4 สมการฟซซี (Fuzzy Equations) 
  หนึ่งในทฤษฎีฟซซีเซตที่เกี่ยวของกับตัวเลขฟซซแีละการดําเนินการทางคณิตศาสตรของ
ตัวเลขฟซซี เปนสวนหนึ่งของสมการฟซซ ี (fuzzy equation) ซึ่งคือสมการที่สัมประสิทธ์ิ (coefficient) 
และตัวไมรูคา (unknowns) เปนตัวเลขฟซซ ี และสูตร (formula) ถูกสรางจากการคํานวณทาง
คณิตศาสตรของตัวเลขฟซซ ี 
  แตเนื่องจากทฤษฎีในเรื่องยังไมถูกพัฒนามากนักและยังขาดทฤษฎีที่ดี ในหัวขอนี้จึงจะ

กลาวถึงลักษณะสมบัติบางอยางของสมการฟซซีโดยจะกลาวถึงสมการอยางงาย 2 สมการคือ A + X 

= B และ A ⋅ X = B โดยที ่A และ B เปนตัวเลขฟซซ ีและ X เปนตัวไมรูคาฟซซี ทีจ่ะทําใหสมการ
ทั้งสองเปนจริง 
 

 6.4.1 สมการ A + X = B 

  ความยากในการแกสมการนี้เกิดจากการที่ X = B − A ไมใชคําตอบที่ได นั่นคือสมมุติให 

A=[a1,a2] และ B = [b1, b2] และจากการวิเคราะหของชวงจะไดวา B − A = [b1 − a2, b2 − a1] 
และ 

     A + B − A = [a1, a2] + [b1 − a2, b2 − a1] 
                     = [a1 + b1 − a2, a2 + b2 − a1] 
      ≠ [b1, b2] = B  

ถา a1 ≠ a2 ดังนั้นจะเหน็ไดวา X = B − A ไมใชคําตอบที่ถูกตอง 

  สมมุติให X = [x1, x2] จากสมการจะไดวา [a1 + x1, a2 + x2] = [b1, b2] ถามองสมการนี้
ใหเปนสมการของตัวเลขปกติจะไดวา 

      a1 + x1 = b1 

      a2 + x2 = b2 
ดังนั้นคําตอบควรจะเปน  

      x1 = b1 − a1 (6.18) 

      x2 = b2 − a2 (6.19) 

แตเนื่องจาก X เปนชวงดังนั้น x1 ≤ x2 เสมอ นัน่คือสมการ  A + X = B จะมีคําตอบก็ตอเมื่อ (iff) 

b1−a1 ≤ b2−a2 และถาสมการที่ไมเทากันนี้เปนจริงคําตอบคือ X = [ b1 − a1, b2 − a2] 
  ตัวอยางขางตนเพื่อแสดงการแกสมการที่มีตัวเลขฟซซี A และ B ที่เปนชวงปด แตตัวเลขฟซ

ซีโดยปกติจะถูกแทนดวย α-cut ได และแตละ α-cut เปนชวงปด ดังนั้นคําตอบของสมการฟซซีคอื
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หาคําตอบจากแตละ α-cut ที่มีคา α ไมเปน 0 ที่อยูใน เซตระดับ (level set) ∧A และ ∧B นั่นคอื

สําหรับ α ∈ (0,1] αA=[αa1, 
αa2] αB = [αb1, 

αb2] และ αX = [αx1, 
αx2] ดังนัน้สมการ A + X 

= B จะมีคําตอบก็ตอเมื่อ (iff) 

1. αb1−αa1 ≤ αb2−αa2 สําหรับ ทุกคาของ α ∈ (0,1] และ 
2. สําหรับ α ≤ β จะไดวา αb1−αa1 ≤ βb1−βa1 ≤ βb2−βa2 ≤ αb2−αa2 

จากคุณสมบัติขอที่ 1 จะไดวาสําหรับสมการ 

      αA + αX = αB (6.20) 

จะมีคําตอบที่    αX = [αb1 − αa1, 
αb2 − αa2] (6.21) 

และคุณสมบัติที่ 2 จะไดวาคําตอบของสมการของชวงสําหรับ α และ β จะเปนชวงที่เปนชวงซอนใน 

(nested interval) นั่นคือ ถา α ≤ β แลว βX ⊆ αX และถา αX มีคาสําหรับทุกคา α ∈ (0,1] และ
คุณสมบัติที่ 2 เปนจริง จากทฤษฎีการแยก (Decomposition Theorem) ของฟซซีเซตจะไดวา 

      
( ]
∪

1,0∈
=
α

α XX  (6.22) 

ตารางที่ 6.1 α-cut ของ A B และ X ที่คํานวณไดจากสมการที่ 6.21 

α αA αB αX 
1.0 [4,4] [6,6] [2,2] 
0.9 [3,4] [5,6] [2,2] 
0.8 [2,4] [4,6] [2,2] 
0.7 [2,4] [3,6] [1,2] 
0.6 [1,4] [2,6] [1,2] 
0.5 [1,5] [2,7] [1,2] 
0.4 [1,5] [2,8] [1,3] 
0.3 [1,5] [2,8] [1,3] 
0.2 [0,5] [1,9] [1,4] 
0.1 [0,6] [0,10] [0,4] 

        
 ตัวอยางที่ 6.6 ใหทําการแกสมการ A + X = B โดยที ่

    A = 0.2/[0,1)+0.6/[1,2)+0.8/[2,3)+0.9/[3,4)  
          + 1/4 +0.5/(4,5]+0.1/(5,6] 
    B = 0.1/[0,1)+0.2/[1,2)+0.6/[2,3)+0.7/[3,4)+0.8/[4,5)+0.9/[5,6) 
          + 1/6 +0.5/(6,7] +0.4/(7,8] +0.2/(8,9] +0.1/(9,10] 
สมมติุให ∧A และ ∧B เทากับ {0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0} ในตารางที่ 6.1 

แสดง α-cut ของ A และ B สําหรับทุกคา α ในเซตระดบั รวมทั้ง α-cut ของ X ที่หาไดจากสมการที ่
6.21 
  จากตารางจะเห็นไดวาคุณสมบัติที่ 2 เปนจริง ดังนั้น 
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( ]
∪

1,0∈
=
α

α XX  = 0.1/[0,1)+0.7/[1,2)+ 1/2 +0.4/(2,3]+ 0.2/(3,4]  

        
 

 6.4.2 สมการ A ⋅ X = B 
  สมการนี้ก็มีความยากในการแกสมการ เชนเดียวกับในหัวขอที่ 6.4.1 และเนื่องจากในการแก
สมการประเภทนี้ มีการใชการหารในการคาํนวณดวยดังนั้นเราจึงสมมติุวาตัวเลขฟซซี A และ B เปน

ตัวเลขฟซซีที่อยูบน ℜ+ เทานั้น และการที่จะพิสูจนวา X = B/ A ไมใชคําตอบของสมการ A ⋅ X =B 
ทําไดเชนเดียวกับในหัวขอ 6.4.1 (จึงละไวในที่นี้) 

  สมมุติใหสําหรับทุกคาของ α ∈ (0,1] ให αA=[αa1, 
αa2] αB = [αb1, 

αb2] และ 
αX=[αx1,

αx2] จะไดวา 
      αA ⋅ αX = αB (6.23) 

โดยการแกสมการ A ⋅ X = B ทําไดโดยการแก สมการที่ 6.23 ของจุดขอบ (end points) ของ α-cut 

สําหรับทุกคา α ∈ (0,1] และสมการนี้จะมีคําตอบก็ตอเมื่อ (iff) 

1. αb1/αa1 ≤ αb2/αa2 สําหรับ ทุกคาของ α ∈ (0,1] และ 

2. สําหรับ α ≤ β จะไดวา αb1/αa1 ≤ βb1/βa1 ≤ βb2/βa2 ≤ αb2/αa2 
  และเชนเดิมคําตอบของสมการจะอยูในรูปแบบเชนเดียวกับสมการที่ 6.22 นัน่เอง 
        

 ตัวอยางที่ 6.7 ใหแกสมการ A ⋅ X = B โดยที่ 

     ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤<

≤<

>≤

=

5x4สําหรับx-5

4x3สําหรับ3-x

5xและ3xสําหรับ0

xA  

     ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤<

≤<

>≤

=

32x20สําหรับ
12

x-32

20x12สําหรับ
8

12-x

32xและ12xสําหรับ0

xB  

  จะไดวา α-cut ของ A และ B เปน 

      αA = [α + 3, 5 − α] 
      αB = [8α + 12, 32 − 12α] 
และจะเห็นไดวา 

      
α
α

α
α

−
−

≤
+
+

5

1232

3

128
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ดังนั้นจะไดวา 

      ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

+
+

=
α
α

α
αα

5

1232
,

3

128
X  

สําหรับทุกคา α ∈ (0,1] และสามารถพิสูจนไดวา ถา α ≤ β แลว βX ⊆ αX สําหรับทุกคูของα 

และ β ∈ (0,1] ดังนั้นคําตอบของสมการนี้คือ 

     
( ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤<
−
−

≤<
−
−

≥≤

==
∈

5325สําหรับ
12

532

54สําหรับ
8
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532xและ4xสําหรับ0

1,0

x
x

x

x
x

x∪
α

α XX  
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ฟซซีลอจกิ 
Fuzzy Logic 77

 
  ในบทนี้จะกลาวถึงฟซซีลอจิกที่ถูกนํามาใชในการประยุกตใชในงานตางๆ เชนระบบควบคุม 
ระบบการตัดสินใจ การรูจํารปูแบบ และอื่นๆ เปนตน 
  คําวาฟซซีลอจิก (fuzzy logic) มีความหมายที่ใชในงานตางๆอยูดวยกัน 2 ความหมายคือ
ความหมายอยางกวาง (board sense) และความหมายอยางแคบ (narrow sense) โดยที่ความหมาย
อยางกวางหมายถึงระบบของแนวคิด (concept) หลักการ (principle) และ วิธีการ (method) ที่เอาไว
จัดการกับการหาเหตุผลที่เปนการประมาณมากกวาที่จะเจาะจง ในขณะที่ความหมายโดยแคบ
หมายถึง นัยทัว่ไป (generalization) ของลอจิกหลายคา (multivalue logic) ที่เปนการศึกษาเกี่ยวกับ
ลอจิกสัญลักษณ (symbolic logic) ซึ่งเปนการศึกษามาต้ังแตตอนตนของศตวรรษนี ้ ซึ่งในบทนี้หรือ
วิชานี้สนใจฟซซีลอจิกแบบกวางเทานั้น แตอยางไรก็ตามจะกลาวถึงแนวคิดพืน้ฐานของฟซซลีอจิก
แบบแคบ เพื่อใหนักศึกษาสามารถแยกออกไดระหวางฟซซีลอจิกทั้งสองประเภท 
  ฟซซีลอจิกแบบกวางเปนการประยุกตใชทฤษฎีฟซซีเซตเพื่อการหาเหตผุลโดยประมาณ 
ดังนั้นจึงจําเปนที่จะตองสรางจุดเชื่อมระหวาง ระดับของคาสมาชิกของฟซซีเซต และ ระดับของคา
ความจริงของพจนแบบฟซซ ี(fuzzy proposition)  

  ใหฟซซีเซต A มีคาความเปนสมาชิกของ x เปน A(x) สําหรับ x ที่อยูในเซตสากล X และ
อาจจะแปลเปนระดับของความจริงของพจนแบบฟซซีไดเปน “x เปน F” โดยที่ x อยูในเซตสากล X 
และ F เปนคําในภาษาฟซซี (fuzzy linguistic) เชน ‘low’ ‘high’ ‘very far’ ‘extremely slow’ เปนตน 

และระดับของคาความจริงอาจถูกแปลไดตามระดับของความเปนสมาชิก A(x) โดยที่ฟซซีเซต A เปน
คําในภาษาฟซซี F นั้นๆ และคําเชื่อมประโยคตางๆ (negation, conjunction และ disjunction) ถูก
นิยามเชนเดียวกับตัวดําเนินการตางๆในฟซซีเซต (คอมพลีเมนต (complement), อินเตอเซกชัน 
(intersection) และ ยูเนียน (union)) 
 
7.1 ลอจิกหลายคา (Multivalued Logics) 
  จากที่เคยกลาวไวแลววา พจนทุกพจนในลอจิกแบบดั้งเดิมมีคาความจริงไดแค จริง หรือไม
จริงและทําใหการหาเหตุผลจากพจนเหลานั้นมีคาความจริงไดแค จรงิหรือไมจริงเชนกัน แตในความ
เปนจริงดังที่เคยกลาวไปแลวคาความเปนจริงเหลานี้ไมไดมีแค จริงหรือไมจริงเทานั้น ดังนั้น ลอจิก
หลายคา (multivalued logics) จึงถูกสรางขึน้มาเพื่อที่จะครอบคลุมถงึความไมแนนอนเหลานั้น และใน
หัวขอนี้จะกลาวถึงเพียงแค 2 ประเภทคือ ลอจิก 3 คา (3-valued logics) และ ลอจิก n คา (n-valued 
logics) 
 
 7.1.1 ลอจิก 3 คา (3-valued Logics) 
  ลอจิกหลายคาทุกประเภทมีการผอนคลาย (relax) คาความเปนจริงโดยการใสคาที่อยูตรง
กลางคาสุดขีดทั้งสอง สวนในลอจิก 3 คา ใสคาตรงกลางเขาไปเพียงแค 1 คา โดยทีค่าความเปนจริง
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ของ จริง คากลาง ไมจริงคอื 1 1/2 0 นั่นเอง ตารางที่ 7.1 แสดงถงึตัวดําเนินการของ negation (~) 

ของพจน นัน่คอื คาความเปนจริงของ ~p = 1 − คาความเปนจริงของ p 
ตารางที่ 7.1 negation ของ ลอจิก 3 คา 

p ~p 
0 1 

1/2  1/2  
1 0 

  และเนื่องจากมีนิยามเกี่ยวกับลอจิก 3 คาอยูมาก และแตละนิยามใหความหมายของตัวเชื่อม
อื่นๆ ตางกันซึ่งจะขึ้นอยูกับความเขาใจของความหมายของตัวเชื่อมนั้นๆ และในที่นีจ้ะกลาวถึง 5 
นิยามที่เปนที่รูจักโดยทั่วไป ซึ่งในตารางที่ 7.2 แสดงคาความจริงของลอจิก 3 คา ทั้ง 5 สําหรบั

ตัวเชื่อม conjunction (∧) disjunction (∨) implication (→) และ equivalence (↔) 
ตารางที่ 7.2 คาความจริงของตัวเชื่อมของ ลอจิก 3 คา บางลอจิก 

Lukasiewicz Bochvar Kleene Heyting Riechenbach 
a b 

∧ ∨ → ↔ ∧ ∨ → ↔ ∧ ∨ → ↔ ∧ ∨ → ↔ ∧ ∨ → ↔
0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 
0 ½ 0 ½ 1 ½ ½ ½ ½ ½ 0  ½ 1 ½ 0 ½ 1 0 0 ½ 1 ½ 
0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 
½ 0 0 ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ 0 ½ ½ ½ 0 ½ 0 0 0 ½ ½ ½ 
½ ½ ½ ½ 1 1 ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ 1 1 ½ ½ 1 1 
½ 1 ½ 1 1 ½ ½ ½ ½ ½ ½ 1 1 ½ ½ 1 1 ½ ½ 1 1 ½ 
1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 
1 ½ ½ 1 ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ 1 ½ ½ ½ 1 ½ ½ ½ 1 ½ ½ 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

  จากตารางจะเห็นวาทั้ง 5 ลอจิกใหคาความเปนจริงเชนเดียวกับใน ลอจิกแบบดั้งเดิมในกรณีที่
คาความจริงของทั้งสองพจนเปน 0 หรือ 1 เทานั้นแต คาความจริงในกรณีที่คาใดคาหนึ่งของทั้งสอง
พจนเปน ½  จะแตกตางกัน เนื่องจากทั้ง 5 ปฏิบัติตอคาความจริง ½ ตางกัน และจากเหตุผลนี้ทําให 
กฎของความขัดแยง (law of contradiction) กฎนิรมัชฌิม (law of excluded middle) และ ประโยคซ้าํ
ความ (tautology) ไมเปนจริงสําหรับลอจิก 3 คา ตัวอยางเชน ลอจิก 3 คาของ Bochvar จะไมให 
ประโยคซ้ําความ เพราะแตละตัวเชื่อมจะมีคาความจริงเปน ½ ถาพจนที่เปนอินพุตตัวใดตัวหนึ่งมีคา
ความจริงเปน ½  
  ดังนั้นในลอจิก 3 คา ความหมายของประโยคซ้ําความจะถูกขยายไปยัง ประโยคซ้าํความ
เสมือน (quasi tautology) นั่นคือถาประโยคใดใน ลอจิก 3 คาไมไดมีคาความจริงเปน 0 (ไมจริง) โดย
ไมสนใจคาความจริงของพจนอินพุตเปน ประโยคซ้ําความเสมือน และทํานองเดียวกันกับ ประโยค
ขัดแยงเสมือน (quasi-contradiction) ซึ่งคือประโยคใดใน ลอจิก 3 คาไมไดมีคาความจริงเปน 1 (จริง) 
โดยไมสนใจคาความจริงของพจนอินพุต ตารางที่ 7.3 แสดงถึงผลกระทบของ ลอจิก 3 คาที่มีตอ
ประโยคซ้ําความซึ่งในตารางนี้แสดงโดย De Morgan law ที่ใช Bochvar Lukasiewicz และ Kleene 
  จากตารางที่ 7.3 จะเห็นไดวา Bochvar และ Kleene ใหคาความเปนจริง ½ ที่ตัวเชื่อมหลักคอื 
equivalence ดังนั้น De Morgan law ไมใชประโยคซ้าํความของ ลอจิกนี ้ แตอยางไรก็ตามทั้งสองมี
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ความแตกตางกันที่แถวที่อนิพุตมีคาความจริงเปน ½ และในแถวที่ 2 ทําใหเห็นวา Bochvar ไม
เขมงวดเทา Kleene ในกรณีของ conjunction แตเขมงวดกวาในกรณีของ disjunction ใน
ขณะเดียวกัน Lukasiewicz ใหคาความจริงที่ตัวเชื่อมหลัก เทากับ 1 ตลอด และลอจิกนี้ประเมิณคา De 
Morgan law เชนเดียวกับลอจิก 2 คา และ Lukasiewicz ก็เชนเดียวกับ Kleene ที่เขมงวดกวา 
Bochvar ในกรณีของ conjunction แตไมเขมงวดเทาในกรณีของ disjunction  

ตารางที่ 7.3 ลอจิก 3 คา 3 แบบ ตอ De Morgan law 
Bochvar Lukasiewicz Kleene 

p q 
~(p∧q) ↔ ~p∨~q ~(p∧q) ↔ ~p∨~q ~(p∧q) ↔ ~p∨~q

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
0 ½ ½ ½ ½ 1 1 1 1 1 1 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
½ 0 ½ ½ ½ 1 1 1 1 1 1 
½ ½ ½ ½ ½ ½ 1 ½ ½ ½ ½ 
½ 1 ½ ½ ½ ½ 1 ½ ½ ½ ½ 
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 ½ ½ ½ ½ ½ 1 ½ ½ ½ ½ 
1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 

  ลอจิก 3 คาไมไดมีผลกับการหาคาความจริง ตางๆ เทานั้นแตยังมีผลกับการหาเหตุผล 

(inference) เชน Modus ponens ซึ่งมีสมการเปน [(p → q) ∧ p] → q และเปนประโยคซ้ําความ
เสมอในกรณีของลอจิกดั้งเดิม แตในกรณขีอง ลอจิก 3 คาเปนประโยคซ้ําความเสมือนดังแสดงใน
ตารางที่ 7.4 โดยใช Lukasiewicz จากตารางที่ 7.4 เราสามารถกลาวไดวาพจนที่อธิบาย Modus 
ponens ไมไดเปนประโยคซ้ําความ ดังนั้นกฎการหาเหตุผลจึงไมจําเปนตองเปนจริง (valid) 

ตารางที่ 7.4 Lukasiewicz สําหรับการทํา Modus ponens 
p q p → q (p → q) ∧ p [(p → q) ∧ p] → q 
0 0 1 0 1 
0 ½ 1 0 1 
0 1 1 0 1 
½ 0 ½ ½ ½ 
½ ½ 1 ½ 1 
½ 1 1 ½ 1 
1 0 0 0 1 
1 ½ ½ ½ 1 
1 1 1 1 1 

  สําหรับคําถามที่วาจะใหคาความจริงกับตัวเชื่อมโดยใชความคิดที่เขมงวดหรือไมเขมงวด
อยางไร คําตอบคือใหใชแนวคิดเกี่ยวกับตัวเชื่อมนั้น เชน การสอความ (implication) ไมควรจะเปนจรงิ
ถาตัวเหตุเปนจริงและตัวผลไมจริง ดังนั้นในลอจิก 3 คา คาความจริงควรจะเปนไปตามแนวคิดหรอื
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ความเขาใจเกี่ยวกับความจริงบางสวนที่ไดจากการประยุกตใช และนี้คืออีกเหตุผลหนึ่งวาทําไม คา
ความจริงของ ลอจิก 3 คาแตละประเภทถึงแตกตางกัน 
 
 7.1.2 ลอจิก n คา (n-valued Logics) 
  ลอจิกหลายคาโดยปกติถูกเรียกวาลอจิก n คา โดยที่ n คอืจํานวนของคาความเปนจริงที่แตละ

พจนจะมีได สําหรับคาใดๆของ n คา ความเปนจริงของพจน p ใดๆจะเปนเศษสวนที่อยูใน [0,1] ซึ่ง
จะเปนคาที่ไดจาก การแบงชวงใหเปน n-1 ชวง และนําคาขอบเขตมาเปนคาความจริง ซึ่งเปนการหาร
คา n คา (0,1,2,…,n-1) ดวย n-1 นั่นคือเซตของคาความจริงของ ลอจิก n คา (Tn) เปน 

    Tn ={0/(n –1),1/(n –1),2/(n –1),…,(n –2)/(n –1),(n –1)/(n –1)} 

        ={0, 1/(n –1), 2/(n –1),…, (n –2)/(n –1), 1} (7.1) 
ดังนั้น ลอจิก 5 คาจะมีคาความจริงเปน 0, ¼, ½, ¾ และ 1 ซึ่งคาความจริง ¼ หมายถึงมีความไมจริง
มากในขณะที่ความจริงนอย สวน ¾ หมายถึงมีความเปนจริงมากในขณะที่ความไมจริงนอยนัน่เอง  
  คาความจริงเหลานี้อาจมีความหมายเปนระดับของความจริงได และลอจกิหลายคาอาจมองได
เปนจุดเริ่มของฟซซีลอจิกได Lukasiewicz ไดขยายลอจิอ 3 คาโดยใชคาความจริงใน Tn และนิยาม
พฤติกรรมของตัวเชื่อมทั้ง 5 โดยใช 
      pp −= 1  (7.2) 

      p ∧ q = min(p, q) (7.3) 

      p ∨ q = max(p, q) (7.4) 

      p → q = min(1, 1 – p + q) (7.5) 

      p ↔ q = 1 – |p – q| (7.6) 
  นิยามเหลานี้เปนเชนเดียวกับนิยามที่ไดกลาวถึงในบทที่ 2 และถาเราคาํนวณคาความจริงของ
ตัวเชื่อมเหลานี้สําหรับ ลอจิก 2 คาจะไดตารางความจริงแบบดั้งเดิม 

  เม่ือคาความจริงไมจําเปนตองเปนเศษสวนแตเปนเลขจํานวนจริงใดๆที่อยูในชวง [0,1] จะได 
ลอจิกอนันต (infinite-valued logic) และลอจิกแบบนี้จะแตกตางกับคาความจริงที่เปนเศษสวนที่อยูใน

เซต Tn สําหรับ n→∝ ดังนั้นลอจิกอนันต (infinite-valued logic) ถูกเรียกอีกอยางวา ลอจิกตอเนื่อง 
(continuous logic) และถาใชสมการที่ 7.2 ถึง 7.6 จะได ลอจิกแบบ Lukasiewicz ซึง่นี้เปนกรณีหนึง่
ของฟซซีลอจิกแบบแคบ และเปนกรณีที่พิเศษตรงที่การหาคาความจริงของตัวเชื่อมตางๆเปนไปตาม
ตัวดําเนินการมาตรฐานของของฟซซีเซต และ ฟซซีลอจิกมหีลายประเภทซึ่งเปนไปตามการให
ความหมายของตัวเชื่อม และฟซซีลอจิกแบบแคบอาจถูกมองเปนชนิด (class) ของลอจกิตางๆดวยคา

ความจริงในชวง [0,1]   
  จากที่เคยกลาวมาแลวเรื่องที่เราสนใจที่สุดคือฟซซีลอจิกแบบกวางซึ่งเปนการหาเหตุผลที่
พจน (proposition) มีความไมแนนอน ซึง่เปนสวนหนึ่งในภาษาทั่วไป และการหาเหตุผลแบบนี้เรียกวา 
การหาเหตุผลโดยประมาณ (approximate reasoning) ซึ่งลอจิกดั้งเดิมไมสามารถแกปญหาได 
ตัวอยางของการหาเหตุผลโดยประมาณคือ 
      Old coins are usually rare collectibles. 
     Rare collectibles are expensive. 
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      ∴ Old coins are usually expensive. 
  จะเห็นไดวาพจนเพรดิเคต (predicate term) ไมชัดเจน เชน old rare usually expensive และ
ลอจิกดั้งเดิมไมสามารถแกปญหานี้ได และเปาหมายของฟซซีแบบกวางคอืการแกปญหาการหาเหตุผล
ที่มีพจนเปนฟซซีและสามารถใชในภาษาได นิพจนภาษา (linguistic expression) อาจจะประกอบไป
ดวยพจนในภาษาที่เปนฟซซี (fuzzy linguistic term) หลายประเภทเชน 

1. เพรดิเคตแบบฟซซ ี(fuzzy predicate) เชน tall, young, small, medium, round 
2. คาความจริงฟซซี (fuzzy truth values) เชน true, false, fairly true, หรือ very true 
3. ความนาจะเปนฟซซ ี (fuzzy probability) เชน likely, unlikely, very likely หรอื highly 

unlikely 
4. ตัวบงปริมาณแบบฟซซ ี(fuzzy quantifier) เชน  many, few, most หรือ almost all 

        
 ตัวอยางที่ 7.1 ในการหาเหตุผลของ  
    ประโยคที่ 1 All birds fly 
    ประโยคที่ 2 Penguin is a bird 
    ประโยคที่ 3 Thus, penguin flies. 
  จะเห็นไดวาถึงแมวาประโยคที่ 1 และประโยคที่ 2 เปนจริงแตประโยคที่ 3 ไมเปนจริงดังนั้นถา
ประโยคที่ 1 เปน Most birds fly และประโยคที่ 3 อาจจะเปน It is unlikely that penguin flies. การหา
เหตุผลแบบนี้เปนการหาเหตุผลโดยประมาณ (approximate reasoning)   
        
  อาจกลาวไดอีกอยางวาการหาเหตุผลโดยประมาณ เกี่ยวของกับประโยคที่ไมจําเปนตองเปน
จริงหรือเปนเทจ็ แตยังสามารถหาขอสรุปได 
 
7.2 ตัวแปรภาษา (Linguistic Variable) 
  เม่ือฟซซีเซตถกูนําไปใชในการแทนแนวคิดของภาษาเชน ‘very small’, ‘small’, ‘medium’ 
และอื่นๆ เราเรยีกคําเหลานี้วาคาของตัวแปรภาษา (linguistic value) หรอืพจนภาษา (linguistic term) 
ซึ่งเปนคาของตัวแปรภาษา (linguistic variable) แตละตัวแปรภาษาถูกนิยามเปน หาทูเพิล 

(quintuple) คือ (x, T(x), U, g, m) โดยที่ x เปนชื่อของตัวแปรภาษา T(x) เปนพจนภาษา (linguistic 
term) ของตัวแปรภาษา x ในเซตสากล U g เปนกฎวากยสัมพันธ (syntactic rule) ที่ใชในการสราง

พจนภาษา และ m เปนฟซซีเซตที่อยูบนเซตสากล U นั่นคอื m: T→ )(~ UP  ตัวอยางของตัวแปร

ภาษาแสดงในรูปที่ 7.1 ซึ่งมีตัวแปรภาษาชื่อหรือ x คือ ‘performance’ และ T(x) หรือพจนภาษาคือ 
‘very small’, ‘small’, ‘medium’, ‘large’ และ ‘very large’ และแตละพจนภาษาถูกสงทอดไปที่ฟซซี

เซตทั้ง 5 ในรปูที่ 7.1 โดยทีมี่เซตสากลเปน [0,100]    
  ในหัวขอ 7.1.2 เรากลาวถึงลอจิก n คาหรือลอจิกตอเนื่อง ถาคาความจริงไมไดเปนตัวเลขแต
เปนฟซซีเซต คาความจริงแบบนี้จะมีลักษณะคลายกับ ฟซซีเซตแบบชนิดที่ 2 (type-2 fuzzy set) เชน 

A = true/x1 + more-or-less-true/x2 ดังนั้นในการหาคาความจริงของตัวเชือ่ม (negation, 
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conjunction, disjunction และ implication) ตางๆทําไดโดยใชหลักการการขยาย (extension 
principle) 
 

1 

10 100
22.5 32.5 45 55 67.5 77.5 90

Performance Linguistic variable

very small small medium large very large

semantic rule 

Fuzzy restrictions 

Linguistic 
values (states)

0 

v (performance)
 

รูปที่ 7.1 ตัวอยางของตัวแปรภาษา 
        
 ตัวอยางที่ 7.2 สมมุติให 

     A ={<x, A(x)>}  

โดยที่ A(x) = {<ui, Ui(ui)> | x ∈ X, ui, Ui(ui) ∈[0,1]} 

    และ  B = {<x, B(x)>}  

โดยที่ B(x) = {<vj, Vj(vj)> | x ∈ X, vj, Vj(vj) ∈ [0,1]} 
ตองการหายูเนียน ของฟซซเีซต A และ B นั่นคือ 

      (A∪B)(x) = A(x) ∪ B (x) 
แตเนื่องจากฟซซีเซต A และ B เปนฟซซีเซตแบบชนิดที ่2 ดังนั้นจะไดวา 

    A(x) ∪ B(x) = {<w, (A∪B)(w)> | w = max[ui, vj], ui, vj∈ [0,1]} 

และ      (A∪B)(w) = 
{ }

( ) ( ){ }jjii
jviuw

vu VU ,minsup
,max=

 

สมมุติใหที่คา x เดียวกันคาความเปนสมาชิกของทั้งฟซซีเซต A และ B เปน 

     A(x) = {<0.8,1>,<0.7,0.5>,<0.6,0.4>} 

     B(x) = {<1,1>,<0.8,0.5>,<0.7,0.3>} 
ทําการหา ยูเนียนที่คา x นี้ไดโดยใชตารางที่ 7.5 และจะได  

     (A∪B)(x) = {<0.7,0.3>,<0.8,0.5>,<1,1>} 
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ตารางที่ 7.5 แสดงการหายูเนียนที่คา x 
ui vj w=max(ui,vj) Ui(ui) Vj(vj) min{ Ui(ui), Vj(vj)} 

0.8 1 1 1 1 1 
0.8 0.8 0.8 1 0.5 0.5 
0.8 0.7 0.8 1 0.3 0.3 
0.7 1 1 0.5 1 0.5 
0.7 0.8 0.8 0.5 0.5 0.5 
0.7 0.7 0.7 0.5 0.3 0.3 
0.6 1 1 0.4 1 0.4 
0.6 0.8 0.8 0.4 0.5 0.4 
0.6 0.7 0.7 0.4 0.3 0.3 

        
  ถาคาความจริงของพจนเปนฟซซีเซตแบบชนิดที่ 2 การที่จะหาคาความเปนจริงของตัวเชื่อม
ตางๆ จะตองใชหลักการขยายเชนเดียวกับในตัวอยางที่ 7.2 ซึ่งอาจจะทําใหไดฟงกชันรูปรางอื่นที่
ไมไดอยูในพจนภาษาเลยก็ไดทําใหการแปลความหมายของคาความเปนจริงของตัวเชื่อมทําไดยาก
นั่นเอง ดังนัน้โดยปกติการแปลความหมายอาจทําไดโดยการพจนภาษาที่ใกลเคียงเชนมี จุดสูงสุด 
(peak) ใกลเคยีงกันเปนตน 
 
7.3 พจนแบบฟซซี (Fuzzy Propositions) 
  ขอแตกตางระหวางพจนแบบฟซซี (fuzzy proposition) และพจนแบบด้ังเดิม (classical 
proposition) คือคาความจริง นั่นคอืคาความจริงในพจนแบบดั้งเดิมเปนแค จริงหรือเท็จ แตในพจน
แบบฟซซีจะมีคาความจริงเปนระดับดังเชนที่เคยกลาวในหัวขอที่แลว เชนประโยคที่วา “Mount 
Washington is dangerous mountain is true” ซึ่งคอืระดับของความจริงของประโยคนี้เปนอยางไร 
และพจนแบบฟซซีมีอยู 4 ประเภทคือ 

1. พจนที่ไมมีเงื่อนไขและไมมีคณุสมบัติ (unconditional และ unqualified proposition) 
2. พจนที่ไมมีเงื่อนไขและมีคุณสมบัติ (unconditional และ qualified proposition) 
3. พจนที่มีเงื่อนไขและไมมีคุณสมบัติ (conditional และ unqualified proposition) 
4. พจนที่มีเงื่อนไขและมีคุณสมบัติ (conditional และ qualified proposition) 

รายละเอียดของแตละประเภทมีดังนี้ 
 
 7.3.1 พจนที่ไมมีเงื่อนไขและไมมีคุณสมบัติ (unconditional และ unqualified 
proposition) 
  พจนที่ไมมีเงื่อนไข (unconditional proposition) คือพจนที่ไมอยูในรูปของ if-then และพจนที่
ไมมีคุณสมบัติ (unqualified proposition) คอืพจนที่เปนจรงิ สัญลักษณของพจนแบบฟซซ ีp โดยปกติ
จะเปนพจนที่อยูในรูปของ 

      p: χ is A  
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     ซึ่งใชแทน p: χ is A is true (7.7) 

นั่นคือ χ เปนตัวแปรภาษา เชน temperature หรือ performance ในรปูที่ 7.1 และ A เปนลักษณะ
สมบัติหรือเพรดิเคตของตัวแปรนั้นเชนประโยค “The temperature 35 degree Celcius is high.”  

  การที่จะหาระดับความจริงของพจนแบบฟซซี p ทําไดโดยหาจากคา x ของ χ ตัวอยางเชน 

คา x ใน χ มีคาความเปนสมาชิกใน A ดวย A(x) และคาความเปนสมาชิกนี้สามารถใชเปนระดับ
ความเปนจริง (T(px)) ของพจนไดเชนกนั 

     สําหรับ px: χ = x is A 

     นั่นคือ T(px) = A(x) (7.8) 

สําหรับของแตละคา x ใน χ ความหมายของสมการที่ 7.8 คือคาความจริงของพจน px เทากับคาความ

เปนสมาชิก A(x) นั่นเอง 
        

 ตัวอยางที่ 7.3 สมมุติให χ เปนความชื้น (วัดในหนวย %) และใหลักษณะสมบัติเปน ความชื้นสูง
ถูกอธิบายโดยฟงกชันสมาชกิ H ดังรูปที่ 7.2(ก) และพจนเปน 

      p: χ is H 

สําหรับคา x ∈ [0,100] และคาความจริงของพจน T(px) เปน 

      px: χ = x is H 

ถูกอธิบายดวยฟงกชัน T จาก [0,1] ไปยัง [0,1] ดังรูป 7.2(ข) ดังนั้นถา x = 65 แลว H(65) = 0.25 
จะไดคาความเปนจริง 

      T(p65) = H(65) = 0.25 
นั่นคือจากแนวคิดของ ความชื้นสูง ในรูป 7.2(ก) พจน 
     p65: ความชื้นที่ 65% เปนความชื้นสูงมีคาความจริงเปน 0.25  

 
          (ก)                                                        (ข) 

รูปที่ 7.2 (ก) ฟงกชันสมาชกิของความชื้นสูง (ข)การสงทอดคาของฟงกชัน T 
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 7.3.2 พจนที่ไมมีเงื่อนไขและมีคุณสมบัติ (unconditional และ qualified proposition) 
  พจนที่ไมมีเงื่อนไขและมีคุณสมบัติอยูในรูปของ 

      p: ‘χ is A’ is S (7.9) 

โดยที่ p χ และ A มีความหมายดังสมการที่ 7.7 และ S เปนคุณสมบัติของคาความจริงซึ่งเปนฟซซ ี
(fuzzy truth qualifier) ซึ่งเปนพจนภาษา (linguistic expression) ทีมี่การเปลี่ยนแปลงของความจริง 
ตัวอยางของคุณสมบัติของคาความจริง (truth qualifier) แสดงในรูป 7.3 ซึ่งในรูปมี ‘very true’ ‘true’ 
‘fairly true’ ‘false’ ‘very false’ ‘fairly false’ ซึ่งแตละคณุสมบัติของคาความจริงเปนฟงกชันที่สงทอด

จาก [0,1]  ไปยัง [0,1]  และ ‘true’ เปนคุณสมบัติของคาความเปนจริงที่หัวขอ 7.3.1 ใชดวย 

10 

1 true

very true

fairly truefalse
fairly falsevery false

S(a) 

a
 

รูปที่ 7.3 ตัวอยางของคุณสมบัติของคาความเปนจริง 

  ระดับความจริง TS(px)  ของแตละ x ∈ X ของพจน 

      px: ‘χ= x is A’ is S 

หาไดจาก    TS(px)  = S(A(x)) (7.10) 
  จากตัวอยางที่ 7.3 ถาตองการคาความจริงของพจน 
      p65: ‘Humidity of 65% is high’ is S 

ซึ่ง high มีฟงกชันสมาชิกดังรูป 7.2 (ก) และจะะไดวาTS(p65) = S(H(65)) = S(0.25) 
 
 7.3.3 พจนที่มีเงื่อนไขและไมมีคุณสมบัติ (conditional และ unqualified proposition) 
  พจนที่มีเงื่อนไขและไมมีคุณสมบัติอยูในรูปของ 

      p: If χ is A, then Y is B (7.11) 

โดยที่ χ และ Y เปนตัวแปรที่มีคา x และ y ที่มาจากเซต X และ Y และ A และ B เปนเพรดิเคตที่เปน
ฟซซีเซต พจนในสมการที่ 7.11 เปนพจนที่ไมมีคุณสมบัติแตที่จริงแลวคุณสมบัติของพจนนี้เปนจรงิ
เสมอนั่นคือ 

      p: ‘If χ is A, then Y is B’ is true (7.12) 

และเชนเดียวกับหัวขอ 7.3.1 และ 7.3.2 χ is A และ Y is B สามารถแทนไดดวย A(x) และ B(y) 
ซึ่งทําใหสมการที่ 7.12 เปน 
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      px,y: ‘If A(x), then B(y)’ is true (7.13) 
  ตัวอยางของพจนประเภทนี้คอื ‘If Tina is young, then John is old’ is true เราสามารถเขียน
พจนประเภทนีใ้หอยูในรูปของความสัมพันธระหวาง 2 องคประกอบ (component) หรอื การสอความ
แบบฟซซ ี(fuzzy implication) ไดเปน 

      A(x) → B(y) (7.14) 
การสอความแบบฟซซีที่ใชกนัมากคือการสอความแบบฟซซีของ Lukasiewicz (Lukasiewicz 

implication) ที่เคยกลาวถึงในหัวขอ 7.1.2 นั่นคือสําหรับแตละ x ∈ X และ y ∈ Y ใชการสอความ
แบบฟซซขีอง Lukasiewicz (I) ในการหาคาความจริงของพจนในสมการที่ 7.14 ไดโดย 

     T(px,y) = I[A(x),B(y)] = min[1, 1 − A(x) + B(y)] (7.15) 
        
 ตัวอยางที่ 7.4 สมมุติใหพจน 
     p: If a textbook is large, then it is expensive. 
โดยที่ large textbook และ expensive textbook มีฟงกชนัสมาชิกดังรูปที่ 7.4 (ก) และ 7.4 (ข) 

 
         (ก)                                                        (ข) 

รูปที่ 7.4 ฟงกชันสมาชิกของ (ก) large textbook (ข) expensive textbook 

  ในการหาคาความจริง T(px,y) ทําไดโดยในการสอความแบบฟซซีของ Lukasiewicz ซึง่คือ 

      T(px,y) = min[1, 1 − L(x) + E(y)] 
สมมุติใหมี textbook เลมหนึ่งราคา 45 บาทและมีความหนาเปน 600 หนา จากรปูที่ 7.4 จะไดวา 

L(600) = 1 และ E(45) =0.5 ดังนั้นคาความจริงของพจนที่มีเงื่อนไขของหนังสือเลมนีค้ือ 

     T(p600,45) = min[1, 1 − 1 + 0.5] = 0.5 

และถาหนังสือหนา 450 หนาและมีราคา 42 บาทจะได L(450) = 0.75 และ E(42) =0.4 ซึ่งจะไดคา
ความจริงเปน 

     T(p450,42) = min[1, 1 − 0.75 + 0.4] = 0.65  
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 7.3.4 พจนที่มีเงื่อนไขและมีคุณสมบัติ (conditional และ qualified proposition) 
  พจนที่มีเงื่อนไขและมีคุณสมบัติอยูในรูปของ 

      p: ‘If χ is A, then Y is B’ is S (7.16) 
โดยที่ S มีความหมายเหมือนในหัวขอ 7.3.2 และการคํานวณหาคาความจริงของพจนก็ทาํไดโดยใชวิธี

เดียวกับหัวขออื่นขางตน ดังนั้นจะไดวา คาความเปนจริง T(px,y) หาไดจาก 

      TS(px,y) = S[T(px,y)] (7.17) 
        
 ตัวอยางที่ 7.5 สมมุติใหพจน 
     p: If a textbook is large, then it is expensive is very true. 
โดยที่ large textbook และ expensive textbook มีฟงกชันสมาชิกดังรปูที่ 7.4 (ก) และ 7.4 (ข) และ
ฟงกชันสมาชกิของคุณสมบัติของคาความเปนจริง very true แสดงในรูปที่ 7.5 
  ถาหนังสือหนา 600 หนาและมีราคา 45 บาท คาความจริงของพจนนี้เทากับ  

     TVT(p600,45) = S[T(p600,45)] = S[0.5] = 0.26 
และเชนเดียวกันถาหนงัสือหนา 450 หนาและมีราคา 42 บาท คาความจริงของพจนนีเ้ทากับ  

     TVT(p600,45) = S[T(p450,42)] = S[0.65] = 0.43 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2 
0.4 
0.6 
0.8 

1.0 

a

VT(a) 

0 

0.65

0.5

0.26 
0.43

 
รูปที่ 7.5 ฟงกชันสมาชิกของคุณสมบัติของคาความเปนจริง very true 

        
 
7.4 เฮคจภาษา (Linguistic Hedges) 
  ถามีพจน “Tina is young” และพจน “Tina is very young” ตัวดัดแปร (modifier) “very” ทํา
ใหพจนที่ 2 เนนไปที่ young มากขึ้น นั่นคือ very ทําหนาที่เปนเฮดจ หรือที่เราเรียกวาเฮดจภาษา 
(linguistic hedges) นั่นเอง ดังนั้นเฮดจภาษาจึงเปนพจนภาษาชนิดพิเศษที่ทําการดัดแปรพจนภาษา
อื่น เชน very, more or less, fairly หรือ extreme เปนตน 

  เฮดจภาษาใดๆ เปนการดําเนินการเอกภาพ (unary operation) ของชวงปด [0,1] เชน
สําหรับ เพรดิเคตแบบฟซซ ี(fuzzy predicate) A ที่อยูบนเซตสากล X และ ตัวดัดแปร h ซึ่งถูกใชแทน

เฮดจภาษา H เพรดิเคตแบบฟซซีทีถู่กดัดแปร HA มีฟงกชันสมาชิกสําหรับ x ∈ X เปน 
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      HA(x) = h(A(x)) (7.18) 

ตัวอยางเชน ฟงกชันในการเนน (concentration function) เปน HA(x) = (A(x))2 ซึ่งโดยปกติใชกับ

เฮดจภาษา very สวนฟงกชนัที่ทําใหพจนออน (dilation function) เปน  HA(x) = (A(x))1/2 ซึ่งโดย
ปกติใชกับเฮดจภาษา more or less หรอื fairly หรอื somewhat และถาตองการใชฟงกชันที่อยู

ระหวาง A และ very A ที่เรียกวา plus สามารถใชฟงกชัน HA(x) = (A(x))1.25 ไดและบางครั้ง
สําหรับเฮดจภาษา slightly สามารถใชฟงกชัน int[plus A and not very A] โดยที่ฟงกชัน int มีคาเปน 

     ( )
( ) ( )
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7.5 การหาเหตุผลโดยประมาณ (Approximate Reasoning) 
  หนึ่งในเปาหมายของลอจิกแบบดั้งเดิมคือการหาเหตุผลโดยใชกฎของการสอความ เชน 
modus ponens และ hypothetical syllogism ที่เปนรูปแบบของการสอความ และในหัวขอนี้เราจะพูด
ถึง modus ponens เทานั้น ซึ่งรูปแบบหนึ่งของ modus ponens ที่เปนประโยคซ้ําความ (tautology) 

คือ ((p→q)∧p) →q) การสอความแบบนี้เปนไปไดเพราะเราคิดวาขอต้ัง (premise) p ตัวที่ 2 เปน
ตัวเดียวกับ p ตัวที่ 1 และขอตาม (consequent) q ทั้งสองที่เหมือนกัน แตถาไมเหมือนกนัก็ไม
สามารถหาคําตอบได และอกีปญหาหนึ่งกค็ือกฎนี้สนใจแคคาความเปนจริง 0(เปนเทจ็) และ 1(เปน
จริง) เทานั้น ดังนั้นเราสามารถเลียนแบบการหาเหตุผลแบบนี้ในชีวิตประจําวันดวยการใช การหา
เหตุผลโดยประมาณ (approximate reasoning) 
  การหาเหตุผลโดยประมาณ (approximate reasoning) เปนการประยุกตใชทฤษฎีฟซซีเซตที่
สําคัญอันหนึ่ง นัน่คือเลียนแบบการหาเหตุผลของมนุษย และสามารถใชงานไดในสภาวะที่ไมแนนอน
ตัวอยางของการเหตุผลแบบนี้คือ 
     กฎ:                 If a book is large, then it is expensive. 
     ความจริง:         Book x is fairly large 
     บทสรุป:           Book x is fairly expensive (7.20) 
ในตัวอยางนี้ไมสามารใชการหาเหตุผลแบบดั้งเดิมไดเนื่องจากมีแนวคิดที่เปนแนวคิดแบบฟซซ ี เชน 
large, fairly large และ expensive และอกีเหตุผลหนึ่งคอืขอต้ังใน modus ponens แบบดั้งเดิมตอง
เหมือนกนักับขอต้ังใน ความจริง ซึ่งในตัวอยางนี้ไมเปนเชนนั้น 
  การหาเหตุผลในสมการที่ 7.20 เปนตัวอยางอันหนึ่งของนัยทั่วไปของ modus ponens 
(generalized modus ponens) ในการหาเหตุผลโดยประมาณ ซึ่งโดยปกติมีรูปแบบเปน 

      กฎ:                 If χ is A, then Y is B 

     ความจริง:         χ is A’ 
     บทสรุป:           Y is B’ (7.21) 

โดยที่ χ และ Y เปนตัวแปรที่อยูในเซตสากล X และ Y และ A และ A’ เปนฟซซีเซตที่อาจจะไม
เหมือนกนับน X ในขณะที่ B และ B’  เปนฟซซีเซตที่อาจจะไมเหมือนกันบน Y  
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 7.5.1  การประกอบของกฎสอความ (Compositional Rule of Inference) 

  จากสมการนัยทั่วไปของ modus ponens ในสมการที่ 7.21 ให χ และ Y เปนตัวแปรที่อยูใน

เซตสากล X และ Y และสําหรับทุก x ∈ X และ y ∈ Y มีความสัมพันธกันโดยที ่ y =f(x) และ
เชนเดียวกับตัวแปร χ = x สามารถหา Y = y = f(x) ไดดังรูป 7.6(ก) และถา χ อยูในเซต A 

สามารถหา Y ที่อยูในเซต B = { y ∈ Y ⏐y = f(x), x ∈ A} ดังรูป 7.6(ข) 

  ถาตัวแปรเหลานี้มีความสัมพันธบน X × Y ที่ไมเปนฟงกชนั ถาให χ = u และความสัมพันธ 

R สามารถหา Y ∈ B ที่ B = { y ∈ Y ⏐<x, y> ∈ R} ไดดังรปูที่ 7.7(ก) และเชนเดียวกันถา 

χ∈A สามารถหา Y ∈B โดยที่ B = { y ∈ Y ⏐<x, y> ∈ R, x ∈ A} ไดดังรูปที่ 7.7(ข) และมี
ฟงกชันลักษณะ (characteristic function) เปน  

     ( ) ( ) ( )[ ]yxxy RA
Xx

B ,,minsup XXX
∈

=  (7.22) 

สําหรับทุก y∈ Y โดยที่ XA, XB และ XR เปนฟงกชนัลกัษณะของเซต A, B และ R  
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B

y = f(x )   

 
    (ก)                                                 (ข) 

รูปที่ 7.6 ความสัมพันธระหวาง 2 ตัวแปร (ก) x → y โดยที่ y = f(x) (ข) A → B โดยที่  

B = { y ∈ Y ⏐y = f(x), x ∈ A} 

  ถาความสัมพันธ R เปนความสัมพันธแบบฟซซีบน X × Y โดยที่ A และ A’ เปนฟซซีเซตบน 
X และ B และ B’ เปนฟซซีเซตบน Y ดังนั้นถารูความสัมพันธ R (ซึ่งเปนความสัมพันธระหวาง  A 
และ B) และ A’ เราสามารถหา B’ ในบทสรปุไดโดยใช 
      ( ) ( ) ( )[ ]yxxy

Xx
,,'minsup' RAB

∈
=  (7.23) 

สําหรับทุก y∈ Y ซึ่งสมการที่ 7.23 ที่จริงก็คือ 

      B’ = A’ • R (7.24) 

โดยที่ • คือ ตัวดําเนินการของการประกอบ (composition operator) และสมการที่ 7.24 นี้ถูกเรียกวา 
การประกอบของกฎการสอความ (compositional rule of inference) นั่นคือถานําการประกอบของกฎ
การสอความไปใชในการหาบทสรุปไดแสดงวากฎนั้นสามารถแทนไดดวยความสัมพันธ และ
ความหมายของสมการที่ 7.24 คือการฉาย (Projection)ของอินเตอเซกชัน (intersection) ระหวางการ
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ขยายแบบไซลนิดิก (cylindric extension)ของ A’ ไปในทิศทาง Y และความสัมพันธ R และการ
ประกอบของกฎการสอความนี้แสดงในรูปที ่7.8  

X
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    (ก)                                                 (ข) 
รูปที่ 7.7 ความสัมพันธระหวาง 2 ตัวแปรทีไ่มใชฟงกชันและหาฟงกชันลกัษณะไดจากสมการที่ 7.22  

(ก) χ = u (ข) χ∈A 
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รูปที่ 7.8 การประกอบของกฎการสอความ (compositional rule of inference) 

        
 ตัวอยางที่ 7.6 สมมุติใหมี 
     กฎ:             If x and y are approximately equal. 
     ความจริง:      x is little. 
     บทสรุป:               ? 
และสมมุติให A เปนฟซซีเซต little ที่มีฟงกชันสมาชิกเปน 

      A = {(1,1), (2,0.6), (3,0.2), (4,0)} 
และความสัมพันธของกฎคือ 
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โดยที่สมมุติใหเซตสากล X และ Y เทากันจะหาบทสรุปไดจาก 

      B = A • R 

     B = [ ]
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โดยที่ตัวดําเนินการของการประกอบเปน max-min composition นั่นเอง 

      B = [1.0   0.6   0.5   0.2] 
ดังนั้นคาความเปนสมาชิกของ 2 ของ B เกิดจากการหา max(min(1,0.5), min(0.6,1), min(0.2, 0.5), 
min(0.0,0.0)) ซึ่งเทากับ 0.6 และคาความเปนสมาชิกของสมาชิกตัวอื่นก็หาเชนเดียวกัน  
        
  เนื่องจากความสัมพันธแบบฟซซีซอนอยูในความหมายของพจนที่มีเงื่อนไข (conditional 
proposition) หรือ กฎใน นัยทัว่ไปของ modus ponens นัน่คือ 

      p: If χ is A, then Y is B 

สําหรับทุก x ∈ X และ y ∈ Y จะได 

      R(x,y) = I(A(x), B(y)) (7.25) 
โดยที่ I คือการสอความแบบฟซซ ี (fuzzy implication) ซึ่งนอกเหนือการสอความแบบฟซซขีอง 
Lukasiewicz ที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอ 7.3.3 ยังมีการสอความแบบฟซซีแบบอื่นอีกเชน 

1. การสอความแบบฟซซีของ Zadeh (1973)  

     I(A(x), B(y)) = max((1 − A(x)), min( A(x), B(y))) 
2. การสอความแบบฟซซีของ Kleen-Dienes (1938, 1949) 

      I(A(x), B(y))  = max((1 − A(x)),  B(y)) 
3. การสอความแบบฟซซีของ Mamdani (Correlation-min) 

      I(A(x), B(y))  = min(A(x),  B(y)) 
4. การสอความแบบฟซซ ีCorrelation-product 

      I(A(x), B(y))  = A(x) ×  B(y) 
5. การสอความแบบฟซซีของ Goedel (1976) 

      I(A(x), B(y))  = 
( ) ( )
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≤
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  สวนการหานัยทั่วไปการสอความแบบอื่นเชน นัยทั่วไปของ modus tollens (generalized 
modus tollens) ซึ่งมีลักษณะเปน 

      กฎ:                 If χ is A, then Y is B 
     ความจริง:         Y is B’ 

     บทสรุป:            χ is A’  (7.26) 
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หาไดโดยใชการประกอบของกฎการสอความดังนี้คือ 

      A’ = B’ • RT (7.27) 
โดยที่ R หาไดเชนเดียวกับกรณีของ modus ponens 
        

 ตัวอยางที่ 7.7 ใหเซตสากล X = {x1, x2, x3} และ Y = {y1, y2} และใหกฎ If χ is A, then Y 

is B มาโดยที่ฟซซีเซต A = 0.5/x1+ 1/x2 + 0.6/x3 และ B = 1/y1+ 0.4/y2 และ ความจริง Y is B’ 

ใหมาโดยที่ B’ = 0.9/y1+ 0.7/y2 และสมมุติใชการสอความแบบฟซซขีอง Lukasiewicz ตองการหา

บทสรุป χ is A’ 
  ใชการสอความแบบฟซซขีอง Lukasiewicz จะได  

R = 1/<x1,y1> + 0.9/<x1,y2> + 1/<x2,y1> + 0.4/<x2,y2> + 1/<x3,y1> + 0.8/<x3,y2> 
ใชสมการ 7.27 หา A’ จะไดวา 

      A’ = [ ]
T
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      A’ =[ ] ⎥
⎦
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⎢
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⎡
•

8.04.09.0

0.10.10.1
7.09.0  

      A’ = [0.9   0.9   0.9] 
ซึ่งก็คือ A’ = 0.9/x1+ 0.9/x2 + 0.9/x3 นั่นเอง   
        
  สวนนัยทั่วไปของ hypothetical syllogism (generalized hypothetical syllogism) ซึ่งมี
ลักษณะเปน 

     กฎ 1:                 If χ is A, then Y is B 
     กฎ 2:                 If Y is B, then Z is C 

     บทสรุป:              If χ is A, then Z is C (7.28) 

โดยที่ χ Y  และ Z เปนตัวแปรในเซตสากล X Y และ Z และ A B และ C เปนฟซซีเซตบน X Y และ 
Z นั่นเอง และเชนเดียวกับนัยทั่วไปของการสอความแบบอื่นเราสามารถหาความสัมพันธของกฎไดคือ 

      R1(x,y) = I(A(x), B(y)) 
      R2(x,y) = I(B(y), C(z)) 
      R3(x,y) = I( A(x), C(z)) 
และนัยทั่วไปของ hypothetical syllogism  เปนจริง (hold) เมื่อ  

      R3 = R1 •  R2  (7.29) 
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 ตัวอยางที่ 7.8 ใหเซตสากล X และ Y เปนเชนเดียวกับตัวอยาง 7.6 และเซตสากล Z ={z1, z2} 

โดยใหฟซซีเซต A และ B มีฟงกชันสมาชกิเชนเดียวกับตัวอยาง 7.6 และฟซซีเซต C =0.2/z1+ 1/z2 
และใหการสอความแบบฟซซีของ Goedel ซึ่งจะไดวา 
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และสามารถพิสูจนไดวา R3 = R1 •  R2 ดังนั้นนัยทั่วไปของ hypothetical syllogism  เปนจริง (hold)  
        
  พจนที่มีเงื่อนไขที่อยูในรูปแบบของ If χ is A, then Y is B อาจจะมองไดเปน If χ is A, 

then Y is B else V  is UNKNOWN โดยที่ χ Y  และ V เปนตัวแปรในเซตสากล X Y และ V และ 
A B และ UNKNOWN เปนฟซซีเซตบน X Y และ V นั่นเองโดยที ่ UNKNOWN เปนฟซซีเซตที่
สมาชิกทุกตัวในเซตสากลมีคาความเปนสมาชิกเปน 1 และการหาความสัมพันธของพจนที่มีเงื่อนไข
แบบนี้ทําไดโดย  

      R = A × B + A  × UNKNOWN (7.30) 
โดยที่ใชการหา minimum แทนการคูณและ หา maximum แทนการบวก และถาเปนพจนที่มีเงื่อนไข

เปน If χ is A, then Y is B else Z is C โดยที่ Z เปนตัวแปรในเซตสากล Z และ C เปนฟซซีเซต
บน Z การหาความสัมพันธของพจนนี้จะเปน 

      R = A × B + A  × C (7.31) 

  เนื่องจาก B ⊆ UNKNOWN ทําให A × B ⊆ A  × UNKNOWN ดังนั้นเราสามารถพิสูจน

ไดวาถา A และ B เปนครสิป สมการที่ 7.30 จะกลายเปน A  ∨ B ซึ่งเทากับการ implication ใน
ลอจิกแบบดั้งเดิม และถาอินพุตที่เขามาเปน A สําหรับความสัมพันธตามสมการที่ 7.30 จะไดเอาพุต
เปน 

     B’ = A • ( A × B + A  × UNKNOWN ) 
     B’ = (A • A × B) + (A •  A  × UNKNOWN ) 
ซึ่งถา A เปนนอรแมล (normal) ฟซซีเซต จะไดวา A • A เทากับ 1 และ A •  A  เทากับ β (คาคงที่

คาหนึ่ง) ดังนัน้ B’ = B + β UNKNOWN และถา A เปนคริสปเซตจะเห็นไดวา A • A เทากับ 1 

และ A •  A  เทากับ 0 ดังนั้น B’ = B 
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  เชนเดียวกันสําหรับสมการที่ 7.31 จะไดวา 

      B’ = A • ( A × B + A  × C ) 
     B’ = (A • A × B) + (A •  A  × C ) 
ซึ่งถา A เปนนอรแมล (normal) ฟซซีเซต จะไดวา A • A เทากับ 1 และ A •  A  เทากับ β (คาคงที่

คาหนึ่ง) ดังนัน้ B’ = B + β C และถา A เปนคริสปเซตจะเห็นไดวา A • A เทากับ 1 และ A •  A  

เทากับ 0 ดังนัน้ B’ = B 
  แตถาอินพุตที่เขามาเปน A  จะไดวา 

      B’ = A  • ( A × B + A  × C ) 
     B’ = (A  • A × B) + (A  •  A  × C ) 
ซึ่งถา A  เปนนอรแมล (normal) ฟซซีเซต จะไดวา A  • A เทากับ β (คาคงที่คาหนึ่ง) และ A • A  

เทากับ 1 ดังนั้น B’ = β B + C และถา A  เปนคริสปเซตจะเห็นไดวา A  •  A  เทากับ 1 และ 

A • A เทากับ 0 ดังนั้น B’ = C 
        

 ตัวอยางที่ 7.9 ใหเซตสากล X Y และ Z เปนเซตเดียวกันคือ {1,2,3} และฟซซีเซต A = 1/1 + 

0.4/2 ฟซซีเซต B = 0.4/2 + 1/3 และ ฟซซีเซต C = 1/1 + 0.6/2  

ดังนั้นความสัมพันธของพจน If χ is A, then Y is B else Z is C ไดเปน 
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และถาตองการหาความสัมพันธของพจน If χ is A, then Y is B โดยใชฟซซีเซต UNKNOWN จะได 
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 7.5.2 หนวยความจําแบบฟซซีแอสโซซิเอทิฟ (Fuzzy Associative Memories (FAM)) 
  เราสามารถปฏิบัติตอการหาเหตุผลโดยประมาณเหมือนเปนระบบฟซซ ี (fuzzy system) ที่สง

ทอด (map) ฟซซีเซตบน X ไปยังฟซซีเซตบน Y นั่นคอืทาํใหพจน If χ is A, then Y is B เปนการ
เชื่อมความสัมพันธระหวางฟซซีเซต A และฟซซีเซต B และเนื่องจากในระบบฟซซีนีส้ามารถมีกฎได
มากกวา 1 กฎนั่นคือ 

     กฎ 1:                 If χ is A1, then Y is B1 

     กฎ 2:                 If χ is A2, then Y is B2 

      # 
     กฎ n:                 If χ is An, then Y is Bn 

     ความจริง:            χ is A’ 
     บทสรุป:              Y is B’ (7.32) 
ดังนั้นระบบฟซซีจะทําการเก็บความสัมพันธของกฎเหลานี้ (A1, B1), (A2, B2),..., (An, Bn) ในรูปของ 
R1, R2,..., Rn และถามีอินพุต A’ เขามาในระบบแต A’ ไมเหมือน A1, A2,..., An เลย ทกุกฎจะทํางาน
เหมือนกนัแตดวยระดับที่ตางกัน และเอาพุตที่ไดจะมีฟงกชันสมาชิกเปน 

      B’ = w1B1’+ w2B2’ + ... + wnBn’ (7.33) 

โดยที่ wi สําหรับ i = 1,...,n เปนน้ําหนักทีเ่หมาะสม (อาจจะเปนระดับความนาเชื่อถือ ระดับความเขา
กันได หรือระดับความสําคัญ) และ 

      Bi’ = A’ • Ri (7.34) 
การหาความสัมพันธของกฎ Ri ทําได 2 วิธีคือ correlation-min และ correlation-product  
  สมมุติใหฟงกชันสมาชิกถูกแทนดวย เวกเตอรแถว (row vector) เชน  

      Ai = a1/x1 + a2/x2 +...+ am/xm  

จะเขียนไดเปน     Ai = [a1, a2,..., am] 
ดังนั้นการหาความสัมพันธแบบ correlation-min ระหวาง Ai และ Bi = [b1, b2,..., bp] ทําไดโดย 

      Ri = Ai
T ° Bi 
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      Ri = 
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 (7.35) 

ซึ่งมีคาเทากับ   Ri = [ ]TT
2

T
1 ipii bbb AAA ∧∧∧ "  (7.36) 

จะเห็นไดวาสมการ 7.35 ความสัมพันธที่ไดจะเห็นวาในแตละแถวจะเปน ฉบับขริบ (clipped version) 
ของฟซซีเซต Bi และจากสมการ 7.36 จะเห็นวาในแตละคอลัมนจะเปน ฉบับขริบ (clipped version) 
ของฟซซีเซต Ai

T นั่นเอง และมีทฤษฎีที่เกี่ยวกับการหาความสัมพันธแบบนี้คือ 
  ทฤษฎี 7.1 ทฤษฎี correlation-min bidirectional FAM 

  ถา R = correlation-min(AT, B) แลว 

1. A • R = B ก็ตอเม่ือ (iff) h(A) ≥ h(B) 

2. B • RT = A ก็ตอเม่ือ (iff) h(B) ≥ h(A) 

3. A’ • R ⊆ B สําหรับฟซซีเซต A’ ใดๆ 

4. B’ • RT ⊆ A  สําหรับฟซซีเซต B’ ใดๆ 
  สําหรับการหาความสัมพันธแบบ correlation-product ระหวาง Ai และ Bi ทําไดโดย 

      Ri = Ai
T ° Bi 

      Ri = 
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 (7.37) 

หรือเทากับ    Ri = [ ]TT
2

T
1 ipii bbb AAA "  (7.38) 

ซึ่งสมการ 7.37 ในแตละแถวของความสัมพันธที่ไดเปน ฉบับสเกล (scaled version) ของ Bi และจาก
สมการ 7.38 จะเห็นวาในแตละคอลัมนจะเปน ฉบับสเกล (scaled version) ของฟซซีเซต Ai

T นั่นเอง 
และมีทฤษฎีที่เกี่ยวกับการหาความสัมพันธแบบนี้คือ 
  ทฤษฎี 7.2 ทฤษฎี correlation-product bidirectional FAM 

  ถา R = correlation-product(AT, B) แลว 

1. A • R = B ก็ตอเม่ือ (iff) h(A) = 1 

2. B • RT = A ก็ตอเม่ือ (iff) h(B) = 1 

3. A’ • R ⊆ B สําหรับฟซซีเซต A’ ใดๆ 

4. B’ • RT ⊆ A  สําหรับฟซซีเซต B’ ใดๆ 
  ในการหาบทสรุปในกรณีที่มีกฎมากกวา 1 กฎ ทําไดโดยใช สมการที่ 7.33 ซึ่งโดยทั่วไปคา
น้ําหนักของแตละกฎจะเปนคาความนาเชื่อถือของกฎนัน้ๆ และโดยมากจะมีคาเปน 1 หรือจะทําโดย
การรวมความสัมพันธของทกุฎกอน คือ 
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      R = ∪
nj

j
Ν∈

R  (7.39) 

โดยที่ Nn ={1,2,...,n} ซึง่ความหมายของสมการนี้คืออยางนอย 1 กฎเขาขาย (fire) และการทํา
ยูเนียนนี้ก็ใชการทํายูเนียนมาตรฐาน ที่เคยกลาวแลวในบทที่ 3 หรืออาจจะใช 

      R = ∩
nj

j
Ν∈

R  (7.40) 

ซึ่งความหมายของสมการนี้คอืทุกกฎตองเขาขาย (fire) และเชนเดียวกันการทําอินเตอเซกชันนี้จะเปน
การทําอินเตอเซกชันมาตรฐาน นัน่เอง หลังจากนั้นหาบทสรุป โดยที่สมมุตใหความจริงหรืออนิพุตที่
เขามาเปน A’ ไดโดย 

      B’ = A’ • R 
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  ถาคาความจริงที่เขามาเปนเซตแบบดั้งเดิมหรือรูความจริงแนนอน นัน่คือ 

     A’ = 0/x1 + 0/x2 +...+ 1/xi +0/xi+1 +...+ 0/xm 
และใช correlation-min ดังนัน้สําหรับพจนที่ j ในสมการที่ 7.41 จะเปน 

      (A’ • Aj
T) ° Bj = min(Ai(xi), Bj) (7.42) 

และถาใช correlation-product จะได 

      (A’ • Aj
T) ° Bj = Ai(xi)Bj (7.43) 

สมการที่ 7.42 และ 7.43 แสดงในรูปที่ 7.9(ก) และ 7.9 (ข)  
        
 ตัวอยางที่ 7.10 สมมุติระบบฟซซีมีกฎ 2 กฎที่แตละกฎใช correlation-min และการรวม

ความสัมพันธใชยูเนียน ดังรปูที่ 7.10 และใหความจริงที่เขามาเปนเซตดั้งเดิมเปน A’ = 0/x1 + 0/x2 

+...+ 1/xi +0/xi+1 +...+ 0/xm เมื่อผานความจริงนี้เขาไปในระบบ จะไดวา (A’ • A1
T) = ai1 และ (A’ 

• A2
T) = ai2 และเอาพุตของระบบฟซซคีือฟซซีเซต  

     B’ = sup [(A’ • A1
T)°B1, (A’ • A2

T)°B2] 
ซึ่งเปนฟซซีเซตที่แสดงในรูป 7.10   
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(ข) 

รูปที่ 7.9 รูความจริงแนนอน (ก) ใช correlation-min (ข) ใช correlation-product 
        
 ตัวอยางที่ 7.11 ถาความจริงที่เขามามีความไมแนนอนคอืเปนฟซซีเซต A’ และสมมุติระบบฟซซี
มีกฎ 2 กฎที่แตละกฎใช correlation-min และการรวมความสัมพันธใชยูเนียน จากสมการที่ 7.41 การ

หา (A’ • Aj
T)°Bj ทําไดโดยการหา (A’ • Aj

T) กอนซึ่ง 
     rj (A’) = (A’ • Aj

T) = ( ) ( )[ ]xx j
Xx

AA ,'minsup
∈

 (7.44) 

ซึ่ง การหา min [ A’(x), Aj(x)] ก็การหาอนิเตอเซกชันดวยวิธีมาตรฐาน และการหา supremum ของ

การอินเตอเซกชัน คือการหา height ของอินเตอเซกชันระหวาง (A’, Aj) ซึง่คือระดับของความตองกนั 
(degree of consistency) นั่นเองและการหาเอาพุตฟซซีเซต ทําเชนเดยีวกับในตัวอยางที่ 7.9 นัน่เอง 
ระบบนี้แสดงในรูปที่ 7.11    
        
 
 7.5.3 การแปลงฟซซีเซตเปนตัวเลข (Defuzzification) 
  การทําการหาเหตุผลโดยประมาณไมวาความจริงอินพุตจะเปนที่รูแนนอนหรือไมแนนอนเอา
พุตที่ไดจะเปนฟซซีเซต แตในการประยุกตใชตางๆเชนในระบบควบคุมแบบฟซซ ี (fuzzy control) 
จําเปนที่เอาพุตที่ออกจากระบบตองเปนตัวเลขเพื่อนําไปใชงาน และจะเปนตัวบอกวาระบบควรจะ
ทํางานอยางไร ในกรณีตางๆตามสภาวะแวดลอม และในปจจุบันมีวิธีการแปลงฟซซเีซตเปนตัวเลข
มากมาย และการเลือกใชวิธีที่ตางกันอาจทําใหไดตัวเลขที่ตางกันได และในหัวขอนี้จะพูดถงึการแปลง 
2 วิธีเทานั้น โดยให B’ เปนฟซซีเซตเอาพตุบนเซตสากล Y 
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  1. max membership: ใหเลือก de_y ที่ B’(de_y) ≥ B’(de_y’) สําหรับทุก de_y’ ∈ Y เปน
ตัวเลขที่ใชแทนฟซซีเซต B’ แตถา de_y มีมากกวา 1 คา ใหใชคา mean ของ de_y เหลานั้นในกรณี

ที่ฟซซีเซตที่ไดมีฟงกชันสมาชิกเปนฟงกชนัดิสครีต (discrete function) นัน่คือ ให M ={y∈[y1, y2]| 
B’(y) = h(B’)} โดยที่ h(B’) เปน height ของ B’ และคา de_y คือ 
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รูปที่ 7.10 ตัวอยางของระบบฟซซีที่มี 2 กฎและความจริงอินพุตเปนสิ่งที่รูแนนอน 

และแปลงโดยใช center ของคา de_y เหลานั้นถาเปนฟซซีเซตมีฟงกชนัสมาชิกเปนฟงกชันตอเนื่อง 
(continuous function) คา de_y คือ 

      
2

supinf
_

MM
yde

+
=  (7.46) 

แตถาฟซซีเซตที่ไดไมคอนเวกซดังรูป 7.12 การหาคาเฉล่ียหรอื center ของคา de_y ก็อาจจะไม
ถูกตองนัก 
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  2. Center of Area (Centroid): ใหเลือก de_y ที่เปนคา centroid ของฟซซีเซตนั้นคือ ถาฟซซี
เซต B’ ที่มีฟงกชันสมาชิกเปนฟงกชนัดิสครีต (discrete function) คา de_y คือ 
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ถาเปนฟซซีเซตมีฟงกชันสมาชิกเปนฟงกชนัตอเนื่อง (continuous function) คา de_y คือ 
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รูปที่ 7.11 ตัวอยางของระบบฟซซีที่มี 2 กฎและความจริงอินพุตเปนสิ่งที่ไมแนนอน 

และในกรณีนี้กเ็ชนเดียวกันกบัการหา max membership นั่นคือถาฟซซีเซตที่ไดไมคอนเวกซและมี
รูปรางดังรูป 7.12 คา de_y ที่ไดจะเปนคากึ่งกลางซึ่งมีคาสมาชิกเปน 0 ทําใหเปนคําตอบที่ผิดจากที่
ควรจะเปนมากนั่นเอง และอีกปญหาหนึง่ก็คือเสียเวลาในการคํานวณมากเพราะใชขอมูลทุกอยางที่มี

จากฟซซีเซต ในการลด computational expensive สามารถใช ฐานนิยม (mode) ของ Bj (
0

j
y B ) ใน
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แตละกฏมาชวยไดนั่นคือให Nn ={1,2,...,n} และ cj สําหรับ 1 ≤ j ≤ n เปน ระดับของความตองกัน 

นั่นคือ aij ในกรณีของความจริงที่รูแนนอน หรือ rj(A’) ในกรณีของความจริงที่ไมรูแนนอนดังนั้นคา 
de_y คือ 
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รูปที่ 7.12 ตัวอยางของฟซซเีซตเอาพุตของระบบฟซซีทีไ่มคอนเวกซ 

 
 7.5.4 ระบบฟซซีที่มีหลายอินพุต (Fuzzy System with Multiple Inputs) 
  หนึ่งในการประยุกตใชระบบฟซซีที่ใชกันมากในปจจุบัน คือระบบควบคุมฟซซ ี (fuzzy 
controller) แสดงในรูปที่ 7.13 ซึ่งระบบนี้ประกอบดวย สวนที่เปน fuzzification interface ซึ่งเปนสวน
ที่รับคาอินพุตและถาเปนอินพุตที่รูแนนอนเชนอุณหภูมิ 30 องศา และในสวนนี้จะแปลงอินพุตใหเปน
ฟซซีเซต สวนที่ 2 คือ knowledge base เปนสวนที่เก็บขอมูลทุกอยางรวมทั้งกฎตางๆ สวนที่ 3 คือ 
decision logic เปนสวนในการหาเหตผุลโดยการประมาณตามกฎที่มีใน knowledge base และสวนสุด 

knowledge base

decision logic defuzzification 
interface 

fuzzification 
interface 

controlled 
system

not fuzzy controller 
output

measured 
values 

not fuzzy 

fuzzy fuzzy

 
รูปที่ 7.13 ระบบควบคุมฟซซ ี
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ทายคือ defuzzification interface เปนสวนที่จะแปลงฟซซีเอาพุตใหเปนตัวเลขเพื่อนําไปใชในการ
ควบคุมนั่นเอง และโดยมากระบบนี้จะเปนระบบที่มีอินพตุมากกวา 1 พจนแรก (antecedent) ในกฎ
ตางๆหรือเรียกอีกอยางวามีอินพุตมากกวา 1 อนิพุตนัน่เอง 
        
 ตัวอยางที่ 7.12 ระบบควบคุมฟซซีที่ใชในการควบคุมเสถียรภาพของลกูตุมกลับหัว (inverted 
pendulum) แสดงในรูปที่ 7.14 ซึ่งส่ิงทีร่ะบบนี้ตองทําคือพยายามทําใหลูกตุมอยูตรงกลางนั่นคือทําให
ลูกตุมตีกลับในทิศทางตรงขามโดยการใหกระแสไฟฟากับมอเตอร และถาการหมุนกลบัเกินไปในทิศ
ตรงขามก็ตองใหกระแสไฟฟาในทิศตรงขาม อีกเพื่อใหลูกตุมตีกลับอีกครั้ง 

  ลูกตุมเคลื่อนทีไ่ปในทิศทางที่ทํามุมกับเสนกึ่งกลางเปนมุม θ ดวยความเร็ว Δθ ซึ่งทั้งมุม
และความเร็วนาจะเปนอินพุตใหกับระบบควบคุมฟซซ ี และระบบฟซซีจะใหเอาพุตคือกระแสไฟฟา v 
และใหอินพุตทัง้สอง และเอาพุตมีคาตัวแปรภาษาเปน negative large (NL) negative medium (NM) 
negative small (NS) zero (ZE) positive small (PS) positive medium (PM) และ positive large 
(PL) โดยที่ negative หมายถึงลูกตุมเคลื่อนที่ทวนเข็มนาฬิกา หรือใหกระแสไฟฟาในทิศไปทางซาย 
ในขณะที่เคลื่อนที่ตามเข็มนาฬิกาหรือใหกระแสไฟฟาในทิศไปทางขวาถาเปน positive ดังนั้นกฎที ่ j 
จะมีลักษณะเปน 

     กฎ j:      If θ is Aj, และ Δθ is Bj then v is Cj 
เชน 

                  If θ is NL และ Δθ is NL, then v is PL 

หรือ                  If θ is ZE และ Δθ is ZE, then v is ZE 

ซึ่งโดยปกติเราสามารถเขียนกฎเหลานี้ใหอยูในลักษณะทูเพิลไดเชน (θ, Δθ; v ) ซึ่งในตัวอยางของ
กฎทั้งสองเขียนไดเปน (NL,NL;PL) สําหรบักฎแรก และ (ZE,ZE;ZE) และเราสามารถเขียนกฎโดย
ใชเมตริกซไดเชน สมมุติใหมี 13 กฎ จะไดเมตริกซเปน 

          θ 
Δθ 

NL NM NS ZE PS PM PL 

NL    PL    
NM    PM    
NS    PS    
ZE PL PM PS ZE NS NM NL 
PS    NS    
PM    NM    
PL    NL    

โดยที่คาที่อยูในเมตริกซคือคาเอาพุตนั่นเอง เชนกฎ (NL,ZE;PL) คือกฎที่อยูที่คอลัมภที่ 1 แถวที่ 4 
นั่นเอง จะเหน็ไดวาในระบบนี้มีกฎที่เปนไปไดทั้งหมด 343 กฎคือแตละกฎใหคาตัวแปรภาษาของ
อินพุต 2 อินพตุและ 1 เอาพตุโดยที่แตละอินพุตมี 7 ตัวแปรภาษาและเอาพุตมี 7 ตัวแปรภาษาเชนกัน 
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ซึ่งจะได 7 × 7 × 7 แตในการใชงานจริงบางกฎอาจจะไมถูกใชเลยดังนัน้กฎที่ใชงานจริงจึงมีนอยกวา 
343 กฎ       
        

θ

มอเตอร  
รูปที่ 7.14 ลูกตุมกลับหัว 

  ใหระบบมีกฎ 1 กฎและถูกเขียนเปน (A, B; C) โดยที่พจนภาษา (linguistic term) ของ

อินพุตที่ 1 และของอินพุตที่ 2 เปน A = a1/x1 + a2/x2 + ... + am/xm และ B = b1/y1 + b2/y2 + ... 

+ bm/ym ใหการหาบทสรุปสามารถทําไดโดยที่ใหแยกออกเปน 2 สวนคอื (A, C) และ (B, C) ดังนั้น
เราสามารถความสัมพันธของแตละสวนไดเปน 

      MAC = AT ° C  และ MBC = BT ° C   (7.50) 

สมมุติใหความจริงอินพุตเปน A’ = Ix
i = 0/x1 + 0/x2 + ... + 1/xi + 0/xi+1 + ... + 0/xm และอินพุตที่ 

2 เปน B’ = Iy
j = 0/y1 + 0/y2 + ... + 1/yj + 0/ji+1 + ... + 0/ym ดังนั้นสําหรับแตละอินพุตเรา

สามารถหา A’ • MAC และ B’ • MBC และนําเอาพุตทั้งสองรวมเขาดวยกันเปน 

     F(A’, B’) = C’ = [ A’ • MAC] ∩ [ B’ • MBC] (7.51) 
สมมุติวาระบบนี้ใช correlation-minในการหาความสัมพันธจะไดวา  

      A’ • MAC = Ix
i • MAC 

                               = Ix
i • 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∧

∧
∧

C

C

C

ma

a

a

#
2

1

 

                    = ai ∧ C 

และ       B’ • MBC = Iy
j • MBC 
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ดังนั้นฟซซีเอาพุตจะเปน  C’ = ( ai ∧ C ) ∩ ( bj ∧ C ) 
               = (min ( ai, bj )) ∧ C (7.52) 
ซึ่งคา ai เปนระดับที่สอดคลองกัน (degree of satisfaction) ของ x ใน พจนภาษา A ทาํนองเดียวกัน
คา bj เปนระดับที่สอดคลองกัน ของ y ใน พจนภาษา B .ในทํานองเดียวกันถาในการหาความสัมพันธ
ใช correlation-product จะได 

      C’ = ( aiC ) ∩ ( bjC ) 
        = (min ( ai, bj ))C (7.53) 
 
7.6 วิธีการในระบบควบคุมฟซซี (Approached to Fuzzy Control) 
  วิธีการที่ใชกันมากที่สุดในระบบควบคุมฟซซี มีอยูดวยกัน 2 วิธี คือ Mamdani model และ 
Takagi-Sugeno model ทั้งสองวิธีการเนนไปที่ลักษณะ (specification) ของฟงกชนัควบคุม (control 
function) และส่ิงที่เปนฟซซขีองทั้งสองวิธีคือ ตัวแบบ (model) และวธีิการ (method) เทานั้นสวน
ฟงกชันควบคมุ (control function) จะเปนคริสป (crisp) เสมอ 
 
 7.6.1 วิธีการของ Mamdani (The Mamdani model) 
  ระบบมีมากกวา 1 อินพุต (X1, X2,... Xn) และแตละอินพุตถูกนิยามตัวแปรภาษา (linguistic 

variable) (x1, x2,... xn) และพจนภาษา (linguistic term) T(xi) ของตัวแปรภาษา xi ในเซตสากล Xi

สําหรับ 1 ≤ i ≤ n ไวแลว ในขณะเดียวกันเอาพุต Y ก็ถกูนิยามตัวแปรภาษา (linguistic variable) y

และพจนภาษา (linguistic term) T(y) ของตัวแปรภาษา y ในเซตสากล Y ไวแลวเชนกัน และกฎมี
ลักษณะดังนี้ 

     If ξ1 is A
(1), และ ξ2 is A

(2) และ ... และ ξn is A
(n) then η is B  

โดยที่ A(1), A(2) และ ... และ A(n) เปนพจนภาษาใน T(xi) สําหรับ 1 ≤ i ≤ n และ B พจนภาษาใน 

T(y) นั่นเองและถามีกฎมากกวา 1 กฎและให 

      T(x1) ประกอบดวย A1
(1), A2

(1),... ,AN1
(1) 

      T(x2) ประกอบดวย A1
(2), A2

(2),... ,AN2
(2) 

      # 
      T(xn) ประกอบดวย A1

(n), A2
(n),... ,ANn

(n) (7.54) 

      และ T(y) ประกอบดวย B1, B2,... ,BN0 (7.55) 
จะเขียนกฎไดวา 

    กฎ j: If ξ1 is Ai1,j
(1), และ ξ2 is Ai2,j

 (2) และ ... และ ξn is Ain,j
 (n) then η is Bi,j(7.56) 

โดยที่ i1 ∈ {1,2,...,N1}, i2 ∈ {1,2,...,N2},..., in ∈ {1,2,...,Nn} และ i ∈ {1,2,...,N0} นั่นเอง 

จากตัวอยาง 7.11 สามารถบอกไดวามีกฎที่เปนไปไดทั้งหมดเทากับ N1×N2×...×Nn×N0 แตในการ
ใชงานจริงมีเพยีงบางกฎเทานั้นที่นําไปใชไดจริง  
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  ในการหาเหตุผล จะเริ่มจากการหาระดับความเขากันไดของแตละอินพุต (xi โดยที่ i ∈ 

{1,2,...,n}) กับพจนภาษาในกฎนั้น และเนื่องจากลักษณะของขอต้ัง (premise) ของกฎตองการใหทุก
อินพุตเปนไปตามพจนภาษา ดังนั้นคาความเปนสมาชิกของแตละอินพุตในแตละพจนภาษาจะถูก
รวมกันในลักษณะของตัวเชื่อม conjunction  นัน่คือ ที่กฎ j 

     αj = min{ Ai1,j
(1)(x1), Ai2,j

(2)(x2),..., Ain,j
(n)(xn)} (7.57) 

และเอาพุตของกฎ j เปนฟซซีเซตที่เกิดจากการตัด (cut off) พจนภาษา Bi,j ดวย αj หรืออาจจะพูดได
วา 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxxxy jin
n

jinjiji
j

nxxx ,,2
2
,21

1
,1,...,2,1

,,...,,min BAAAOUT = (7.58) 

และเมื่อไดเอาพุตของแตละกฎแลว ฟซซีเอาพุตจากทุกกฎจะถูกรวมกันโดยการหายูเนยีน (ซึง่เปนการ
หายูเนียนมาตรฐานซึง่จะไดฟซซีเอาพุตรวม (OUT) สมมุติใหมีกฎทั้งหมด k กฎ 

 ( )
{ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxxxy jin
n

jinjiji
kjnxxx ,,2

2
,21

1
,1

,...,2,1
,...,2,1

,,...,,minmax BAAAOUT
∈

= (7.59) 

เอาพุตที่ออกไปที่ controlled system จะเปนคาที่ไดจากการแปลงฟซซีเอาพุตรวมเปนตัวเลขโดย 
defuzzification interface 
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รูปที่ 7.15 ระบบควบคุมฟซซโีดยใชวิธี Mamdani 
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 ตัวอยางที่ 7.13 สมมุติใหระบบมีกฎ 2 กฎ โดยที่แตละกฎจะมีอินพุต 2 อินพุต และแตละอินพุต
ในแตละกฎมีพจนภาษาดังรูปที่ 7.15 โดยที่มีกฎดังนี้คือ 
     กฎ 1: If x1 is L1 และ x2 is H2, then y is L 
     กฎ 2: If x1 is M1 และ x2 is M2, then y is H 
และสมมุติใหอินพุตที่เขามาที่ fuzzification interface มีคาเปน –4 และ 3 จะเห็นไดวา  

     α1 = min( L1(-4), H2(3)) =  min (0.67, 0.5) = 0.5 

และ     α2 = min( M1(-4), M2(3)) = min (0.33, 0.5) = 0.5 
  ฟซซีเอาพุตของกฎที่ 1 และ 2 และฟซซีเอาพุตรวม (OUT) แสดงในรูปที ่7.14 เชนกัน สมมุติ
วาในสวนของ (defuzzification interface) ใชวิธีการแปลงโดยใช centroid จะไดคา output เทากับ 1.2  
        
 
 7.6.2 วิธีการของ Takagi-Sugeno (The Takagi-Sugeno model) 
  ใหนิยามตางๆเกี่ยวกับตัวแปรภาษาของอินพุต หรอื ขอต้ังของกฎเปนเชนเดียวกับในหัวขอ 
7.6.1 แตในวิธีนี้ไมมีตัวแปรภาษาของเอาพุต หรือบทสรุปเนื่องจากแตละกฎจะอยูในรูปของ 

     กฎ j: If ξ1 is Ai1,j
(1), และ ξ2 is Ai2,j

 (2) และ ... และ ξn is Ain,j
 (n)  

      then ηj = fj(ξ1, ξ2,..., ξn) (7.60) 

สําหรับ 1 ≤ j ≤ k โดยที่ fj เปนฟงกชันที่สงทอด (map) จาก X1 × X2 ×...× Xn ไปยัง Y ซึ่งโดยปกติ
แลวฟงกชัน fj เปนฟงกชันเชงิเสน (linear function) คือ สมมุติให ai

j เปนคาคงที่ ที่ใชในกฎ j และคา
เหลานี้จะแตกตางกันในแตละกฎที่แตกตาง จะได 

     fj(x1, x2,..., xn) = a1
jx1 + a2

jx2 +... +  an
jxn +  a0

j (7.61) 

  ในการหาเหตุผลของแตละกฎ j คือการหาระดับความเขากันไดของแตละอินพุต (xi โดยที่ i ∈ 

{1,2,...,n}) กับพจนภาษาในกฎนั้น และเนื่องจากลักษณะของขอต้ัง (premise) ของกฎตองการใหทุก
อินพุตเปนไปตามพจนภาษา เชนเดียวกับกรณีของ Mamdani ดังนั้นคาความเปนสมาชิกของแตละ

อินพุตในแตละพจนภาษาจะถูกรวมกันในลักษณะของตัวเชื่อม conjunction เปน αj สําหรับกฎที่ j 
โดยใชสมการที่ 7.57 และเมื่อคํานวณหา fj  สําหรับทุกกฎแลวนําคาที่ไดมารวมกันโดย 

      

( )

∑

∑

=

== k

j
j

k

j
njj xxxf

1

1
21 ,...,

α

α
η  (7.62) 

  ดังนั้นคาเอาพตุที่ไดจะเปนตัวเลข ไมใชฟซซีเซต ซึง่ไมจําเปนตองใช defuzzification 
interface ในกรณีนี้เลย 
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 ตัวอยางที่ 7.14 ตองการสรางระบบที่ควบคุมรถใหผานทางโคงในขณะที่มีความเร็วคงที่ โดยให

อินพุตมีคา ξ1 เปนระยะของรถจนถึงขอบทางโคง ξ2 เปนระยะของรถจนถึงไหลทางขางขวา ξ3 เปน

มุมของรถ และ ξ4 เปนระยะของรถถึงไหลทางขางซาย ดังแสดงในรูปที่ 7.16 

ξ1

ξ2ξ4 

ξ3

 
รูปที่ 7.16 อินพุตของระบบควบคุมฟซซีของการควบคุมรถผานทางโคง 

ตารางที่ 7.6 กฎและคาคงที่ที่ใชในระบบควบคุมฟซซ ี

กฎ ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 p0 p1 p2 p3 p4 

1 − − outwards small 3.000 0.000 0.000 -0.045 -0.004 
2 − − forward small 3.000 0.000 0.000 -0.030 -0.090 
3 small small outwards − 3.000 -0.041 0.004 0.000 0.000 
4 small small forward − 0.303 -0.026 0.061 -0.050 0.000 
5 small small inwards − 0.000 -0.025 0.070 -0.075 0.000 
6 small big outwards − 3.000 -0.066 0.000 -0.034 0.000 
7 small big forward − 2.990 -0.017 0.000 -0.021 0.000 
8 small big inwards − 1.500 0.025 0.000 -0.050 0.000 
9 medium small outwards − 3.000 -0.017 0.005 -0.036 0.000 
10 medium small forward − 0.053 -0.038 0.080 -0.034 0.000 
11 medium small inwards − -1.220 -0.016 0.047 -0.018 0.000 
12 medium big outwards − 3.000 -0.027 0.000 -0.044 0.000 
13 medium big forward − 7.000 -0.049 0.000 -0.041 0.000 
14 medium big inwards − 4.000 -0.025 0.000 -0.100 0.000 
15 big small outwards − 0.370 0.000 0.000 -0.007 0.000 
16 big small forward − -0.900 0.000 0.034 -0.030 0.000 
17 big small inwards − -1.500 0.000 0.005 -0.100 0.000 
18 big big outwards − 1.000 0.000 0.000 -0.013 0.000 
19 big big forward − 0.000 0.000 0.000 -0.006 0.000 
20 big big inwards − 0.000 0.000 0.000 -0.010 0.000 
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  ให η ความเร็วของการหมนุ (rotation speed) พวงมาลัยและใหเซตสากล X1 =[0, 150] 
เซนติมิเตอร X2 =[0, 150] เซนติมิเตอร X3 =[−90, 90] องศา และ X4 =[0, 150] เซนติมิเตอร 
และใหกฎที่ j สําหรับ 1≤ j ≤ 20 มีลักษณะดังนี้ 

    กฎ j: If ξ1 is Ai1,j
(1), และ ξ2 is Ai2,j

(2) และ ξ3 is Aj3,j
(3) และ ξ4 is Aj4,j

(4)  

     then η = p0 + p1ξ1 + p2ξ2 + p3ξ3 + p4ξ4  

โดยที่ Ai1,j
(1) ∈ {small, medium, big} Ai2,j

(2) ∈ {small, big} Ai3,j
(3) ∈ {outwards, forward, 

inwards} และ Ai4,j
(4) ∈ {small} ซึง่ฟซซีเซตหรอืพจนภาษาเหลานี้ถูกกําหนดไวแลว กฎและ

คาคงที่ที่ใชในการคํานวณแตละกฎแสดงในตารางที่ 7.6 

  สมมุติใหรถกําลังเขาทางโคงและวัดอินพุตทั้ง 4 คา ได ξ1 = 10 เซนติมิเตอร ξ2 = 30 เซนติ

มิเตอร ξ3 = 0 องศา (นั่นคอืไปตรง) และ ξ4 = 50 เซนติมิเตอร เม่ือผานคาเหลานี้เขาไปในระบบจะ

มีแคกฎที่ 4 และ 7 เทานั้นทีค่า α มากกวา 0 นั่นคือในกฎที่ 4 จากการอานคาความเปนสมาชิกของ 

ξ1 ใน small เทากับ 0.8 ξ2 ใน small เทากับ 0.25 ξ3 ใน forward เทากับ 1 ทําใหได α4 = 0.25 
และ 

    η4 = 0.303−0.026(10)+0.061(30)−0.050(0)+0.000(50) = 1.873 

และในกฎที่ 7 จากการอานคาความเปนสมาชิกของ ξ1 ใน small เทากับ 0.8 ξ2 ใน big เทากับ 0.167 

ξ3 ใน forward เทากับ 0 ทําใหได α4 = 0.167 และ 

    η7 = 2.990−0.017(10)+0.000(30)−0.021(0)+0.000(50) = 2.820 
และจะไดคาเอาพุตรวมเทากับ 

     
( ) ( )

167.025.0

820.2167.0873.125.0

+
+

=η  = 2.252 

        
  ในการทําระบบควบคุมฟซซไีมวาจะใชวิธี Mamdani หรอื Takagi-Sugeno ก็ยังมีคําถามที่
ยังคงไมมีคําตอบนั่นคอื 

1. จะแบงเซตสากลของทั้งอนิพตุและเอาพุตอยางไร 
2. ฟงกชันสมาชกิของพจนภาษาที่ใชควรจะเปนอยางไร 
3. กฎควรจะมีเทาไร ระบบถึงจะทํางานไดดี 
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  ในบทนี้จะกลาวถึงการประยุกตใชฟซซีเซตในงานตางๆ แตหนึ่งในการประยุกตใชที่ไดกลาว
ไปแลว คือระบบควบคุมฟซซเีชนในตัวอยางที่ 7.12 ถึง 7.14 นัน่เอง 
 
8.1 การประยุกตใชฟซซีในการตัดสินใจสวนบุคคล (Individual Decision Making) 
  Bellman และ Zadeh [Bellman70]  ไดเสนอตัวแบบฟซซ ี(fuzzy model) สําหรับการตัดสินใจ
ที่มีเปาหมาย (goal) และขอจํากัด (constraint) เปนฟซซีเซต การตัดสินใจแบบนี้จะประกอบไปดวย 

1. เซต A ซึ่งเปนเซตของการกระทํา 

2. เซตของเปาหมาย Gi (i ∈ Nn) ซึ่งเปนฟซซีเซตบน A 

3. เซตของขอจํากัด Cj (j ∈ Nm) ซึ่งเปนฟซซเีซตบน A 
โดยปกติแลวฟซซีเซต Gi และ Cj ไมไดอยูบนเซต A โดยตรง แตโดยออมโดยผานฟงกชันบางฟงกชัน 

นั่นคือให Gi’ และ Cj’ เปนฟซซีเซตบนเซตสากล Xi และ Yj ที่ i ∈ Nn และ j ∈ Nm และใหฟซซีเซต

เหลานี้ถูกสรางโดยคนที่ตองตัดสินใจ ดังนั้นแตละ i ∈ Nn และ j ∈ Nm เราสามารถอธิบายการ
กระทําในเซต A ในรูปของเซต Xi และ Yj ไดโดย 

      gi: A → Xi 

      cj: A → Yj 
และคาความเปนสมาชิกของ Gi และ Cj จะเปน 

      Gi(a) = Gi’(gi(a)) (8.1) 

และ      Cj(a) = Cj’(cj(a)) (8.2) 

สําหรับทุก a ∈ A  

  ดังนั้นการตัดสินใจจากเซต A Gi (i ∈ Nn) และ Cj (j ∈ Nm) ที่เรียกวาการตัดสินใจฟซซ ี
(fuzzy decision) (D) ทําไดโดย 

     ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∈∈
aaa j

mj
i

ni
CGD

NN
inf,infmin  (8.3) 

สําหรับทุก a ∈ A ซึ่งการตัดสินใจแบบนี้คอืการทําอินเตอเซกชันมาตรฐานนั่นเอง และเมื่อตองทําการ
แปลง D  ใหเปนตัวเลขก็ทําไดโดยการเลือกการกระทํา a ที่มีคาความเปนสมาชิกใน D ที่มากที่สุด
นั่นเอง แตเนือ่งจากวิธีการนี้ไมสนใจทางเลือกอื่น ดังนั้นวิธีการนี้อาจจะใชไมไดในงานบางงาน 
        
 ตัวอยางที่ 8.1 สมมุติใหคนคนหนึ่งตองทําการตัดสินใจในการเลือกงาน 4 งานคือ a1, a2, a3, 
และ a4 โดยมีเปาหมายคือไดเงินเดือนสูง โดยที่มีขอจํากัดคืองานตองเปนงานที่นาสนใจและอยูไมไกล
นัก 
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  ดังนั้น A ={ a1, a2, a3, a4} และ ฟซซีเซตของเปาหมายคือ G  เปนฟซซีเซตที่ใชแทน 
เงินเดือนสูง และ C1 และ C2 เปนฟซซีเซตที่ใชแทน งานนาสนใจ และ อยูไมไกล ใหฟซซีเซต G’ เปน

ฟซซีเซตที่อยูบน ℜ+ ดังรูปที่ 8.1(ก) และเราตองการใหฟซซีเซต G อยูบนเซต A ดังนั้นตองใช 

g:A→ℜ+ ไดเปน   g( a1) = 40,000  บาท 

      g( a2) = 45,000  บาท 

      g( a3) = 50,000  บาท 

      g( a4) = 60,000  บาท 
จากรูป 8.1 (ก) และฟงกชัน g จะไดฟซซีเซต G เปน 

     G = 0.11/ a1 + 0.30/ a2 + 0.48/ a3 + 0.80/ a4  
และสมมุติใหบุคคลนั้นใสคาความเปนสมาชิกของความเปนงานที่นาสนใจ ดังนั้น 

     C 1= 0.40/ a1 + 0.60/ a2 + 0.20/ a3 + 0.20/ a4 

  
           (ก)                                                      (ข) 

รูปที่ 8.1 (ก) ฟซซีเซตของเงินเดือนสูง (ข) ฟซซีเซตของอยูไมไกล 

และฟซซีเซต C2’ เปนฟซซีเซตของอยูไมไกลที่อยูบน ℜ+ ดังรูปที่ 8.1(ข) และใหฟงกชัน c2:A→ℜ+ 

เปน      c2( a1) = 27  กิโลเมตร 

      c2( a2) = 7.5  กิโลเมตร 

      c2( a3) = 12  กิโลเมตร 

      c2( a4) = 2.5  กิโลเมตร 
จากรูป 8.1 (ข) และฟงกชัน c2 จะไดฟซซีเซต C2 เปน 

     C 2= 0.10/ a1 + 0.90/ a2 + 0.70/ a3 + 1.00/ a4 
จากสมการที่ 8.3 จะได 

     D = 0.10/ a1 + 0.30/ a2 + 0.20/ a3 + 0.20/ a4 
ดังนั้นงานที่จะถูกเลือกคืองาน a2 เพราะเปนงานที่มีคาความเปนสมาชิกในการตัดสินใจมากที่สุด
นั่นเอง 
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  การอินเตอเซกชันโดยวิธีมาตรฐานในกระบวนการนี้ ไมอนญุาติใหมีการตอบโต (interaction) 
หรือการแลกเปลี่ยนกันระหวาง เปาหมาย (goal) และขอจํากัด (constraint) ซึ่งเปนขอเสียในการใช
งานปกติ ดังนั้นโดยมากในการตัดสินใจแบบนี้จะใชการอินเตอเซกชันแบบอื่น หรือการหาคาเฉล่ีย มา
ชวยในการแสดงใหเห็นถึงความสัมพันธระหวางเปาหมายและขอจํากัดได 
 
8.2 การประยุกตใชฟซซีในการตัดสินใจหลายคน (Multiperson Decision Making) 
  เม่ือการตัดสินใจเปนการตัดสินใจจากหลายคนจะมีส่ิงที่แตกตางจากการตัดสินใจสวนบุคคล
คือ อยางแรกเปาหมายของแตละคนจะตางกันนั่นคอืแตละคนจะเรียงลาํดับความสําคัญตางกัน และ
อยางที่สองคือแตละคนจะมีขอมูลที่แตกตางกัน 
  Blin [Blin74, Blin73] ไดเสนอตัวแบบฟซซี (fuzzy model) สําหรับการตัดสินใจเปนกลุมคือ 
ใหแตละคนในกลุมของ n คนมี การจัดลําดับตามความพอใจ (preference ordering) ที่สะทอน 

(reflexive) antisymmetry และสงทอด (transitive) Pk โดยที่ k ∈ Nn ซึ่ง Pk เปนลําดับทุกสวน 
(totally ordering) หรือบางสวน (partial ordering) ของเซตสากล X และ ‘social choice’ ฟงกชนัซึ่งสง
ทอดความพอใจของแตละบุคคลไปยังความพอใจของทั้งกลุม โดยให ความพอใจทางสังคม (social 
preference) S เปนความสัมพันธทวิภาคแบบฟซซี (binary fuzzy relation) ที่เปน 

      S: X × X → [0,1] (8.4) 

ที่คาความเปนสมาชิก S(xi, xj) หมายถึงระดับความพอใจใน xi ตอ xj ซึ่งสามารถคํานวณไดจาก

จํานวนของบุคคลที่เลือก xi กอน xj  (N(xi, xj)) หารดวยจํานวนคนทั้งหมด n 

      ( ) ( )
n

xxN
xx ji

ji
,

, =S  (8.5) 

หรือใชวิธีการรวมแบบอื่นในการรวมความพึงพอใจ และเมื่อ S ถูกนิยาม เราสามารถใช α-cut ของ S 

ซึ่งคา α เปนคาที่บอกถึงระดับการตกลง (level of agreement) ระหวางคนในกลุม ในการหาการ
ตัดสินใจรวมไดคือ การ maximize ระดับการตกลงสุดทายซึ่งประกอบไปดวยการอินเตอเซกชันของ

คลาสของลําดับทุกสวนแบบคริสป ที่เขากนัได (compatible) กับแตละคูใน α-cut ของ S สําหรับคา 

α ที่เพิ่มขึน้ทลีะนอยจนกระทั่งไดลําดับทุกสวนแบบคริสปเพียง 1 ลําดับ และในกระบวนการนี้ถามีคู 

<xi,xj> ใดที่จะทําใหเปน intransitivity จะถกูเอาออก และคา α ที่ใหญที่สุดที่ทําใหเกิดเหตุการณนี้คือ
ระดับการตกลงกันที่มากที่สุดของกลุมนี้ และลําดับทุกสวนแบบคริสป นั้นจะเปนผลการตัดสินใจของ
กลุม นั่นเอง 
        
 ตัวอยางที่ 8.2  สมมุติใหมีคนในกลุม 8 คนโดยที่ทั้ง 8 คนตองใหการจัดลําดับตามความพอใจ

ของเซต X ={w, x, y, z} และใหการจัดลําดับตามความพอใจของแตละคนเปน 

      P1 = < w, x, y, z > 

      P2 = P5 = < z, y, x, w > 

      P3 = P7 = < x, w, y, z > 

      P4 = P8 = < w, z, x, y > 
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      P6 = < z, w, x, y > 
ใชสมการที่ 8.5 คํานวณหา S ซึ่งจะได 
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000.0625.0625.0375.0
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375.0750.0000.0500.0

625.0750.0500.0000.0

S
 

ดังนั้นจะได 
1S = ∅ 
0.75S = {<w,y>, <x,y>} 
0.625S = {<w,z>, <z,x>, <z,y>, <w,y>, <x,y>} 
0.5S = {<x,w>, <w,x>, <w,z>, <z,x>, <z,y>, <w,y>, <x,y>} 
0.375S = {<z,w>, <x,z>, <y,z>, <x,w>, <w,x>, <w,z>, <z,x>, <z,y>, <w,y>, <x,y>} 
0.25S = {<y,w>, <y,x>, <z,w>, <x,z>, <y,z>, <x,w>, <w,x>, <w,z>, <z,x>, <z,y>, 

<w,y>, <x,y>} 

  เมื่อเราได α-cut ของ S เราสามารถใชกระบวนการขางตนไดคือ ลําดับทุกสวนบน X × X ที่

เขากันไดกับ 1S คือทุกลําดับ และลําดับทุกสวนบน X × X ที่เขากันไดกับ 0.75S คือ 0.75O ซึ่ง 

  0.75O = {<z,w,x,y>, <w,x,y,z>, <w,z,x,y>, <w,x,z,y>, <z,x,w,y>, <x,w,y,z>, 

<x,z,w,y>, <x,w,z,y>} 

และ 1O ∩ 0.75O = 0.75O และเชนเดียวกันลําดับทุกสวนที่เขากันไดกับ 0.625S คือ 0.625O = 

{<w,z,x,y>} และ 1O ∩ 0.75O ∩ 0.625O = {<w,z,x,y>} ดังนั้นคา 0.625 เปนระดับการตกลงกัน

ที่ใหญที่สุดของกลุมและการตัดสินใจของกลุมคือ ลําดับทุกสวน <w,z,x,y> นัน่เอง 
        
  จากที่กลาวขางตนและในตัวอยาง 8.2 แสดงใหเหน็วาแตละบุคคลตองสามารถเรียงลําดับ
ทั้งหมดได ซึง่ในการใชงานบางอยางเปนไปไดยากดังนั้น Shimura [Shimura73] เสนอตนแบบที่
เรียงลําดับเปนคู ซึง่ในวิธีนี้ใชระดับความนาสนใจ (attractiveness grade) f(xi,xj) ซึ่งเปนความนาสนใจ
ของ xi ตอ xj ที่แตละคนให และคานี้จะทํากับทุกคูในเซตสากล X และคาเหลานี้จะถูกแปลงเปนระดับ
ความพอใจ F(xi,xj) โดย 

     ( ) ( )
( ) ( )[ ]ijji

ji
ji

xxfxxf

xxf
xx

,,,max

,
, =F  (8.6ก) 

หรือ      F(xi,xj) = min[1, f(xi,xj)/ f(xj,xi)] (8.6ข) 

สําหรับทุกคู < xi,xj> ∈ X2 ซึ่งคา F(xi,xj) เทากับ 1 เม่ือ xi มีความนาสนใจอยางนอยเทากับ xj และ F 

อาจถูกมองเปนฟงกชนัสมาชิกของความสัมพันธทวิภาคบน X ดังนั้นแตละคู < xi,xj> มีคุณสมบัติ 
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      max[ F(xi,xj), F(xj,xi)] = 1 (8.7) 
ซึ่งมีความหมายวาสําหรับแตละคู อยางนอยทางเลือกหนึ่งมีความนาสนใจเทากับอีกทางเลือกหนึ่ง 

และสําหรับแตละ xi ∈ X เราสามารถหาระดับความพอใจรวม p(xi) ของแตละบุคคลไดเปน  
      ( ) ( )ji

Xjx
i xxxp ,min F

∈
=  (8.8) 

หลังจากที่ไดลําดับจากแตละบุคคลก็ทําการรวมกันโดยใชวิธีที่กลาวขางตน (ตัวอยางที่ 8.2) 
        
 ตัวอยางที่ 8.3 ใหคนกลุมหนึ่งเลือกรถยนตจาก Acclaim Accord Camry Cutlass และสมมุติให
ตารางที่ 8.1 แสดงระดับความนาสนใจ  

ตารางที่ 8.1 คาระดับความนาสนใจ 
f(xi,xj) ความนาสนใจของ xi ที่เกี่ยวเนื่อง

กับ xj 
1 Little attractive 
3 Moderately attractive 
5 Strongly attractive 
7 Very strongly attractive 
9 Extremely attractive 

2, 4, 6, 8 Intermediate value ระหวาง คา 
 

ตารางที่ 8.2 ตัวอยางของระดับความนาสนใจจากคนคนหนึ่ง 
f(xi,xj) Acclaim Accord Camry Cutlass Sable 

Acclaim 1 3 1 2 2 
Accord 7 1 1 7 6 
Camry 9 3 1 7 8 
Cutlass 3 2 3 1 3 
Sable 8 4 5 7 1 

 
ตารางที่ 8.3 ระดับความนาพอใจ และระดับความพอใจรวมจากคนที่ใหคะแนนในตาราง 8.2 

f(xi,xj) Acclaim Accord Camry Cutlass Sable p(xi) 
Acclaim 1 0.43 0.11 0.67 0.25 0.11 
Accord 1 1 0.33 1 1 0.33 
Camry 1 1 1 1 1 1 
Cutlass 1 0.29 0.43 1 0.43 0.29 
Sable 1 0.66 0.625 1 1 0.63 

  ตัวอยางของการใหคะแนนของคนคนหนึ่งแสดงในตารางที่ 8.2 ดังนั้นระดับความพอใจ 
F(xi,xj) และระดับความพอใจรวม p(xi) ของบุคคลนี้โดยใชสมการที่ 8.6 และ 8.8 แสดงในตารางที่ 8.3 
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จากตารางจะเห็นวาคนนี้การเรียงลําดับของคนนี้เปน Camry Sable Accord Cutlass และ Acclaim 
และทําเชนเดียวกันกับคนอืน่ในกลุมหลังจากนั้นทําการรวมผลการตัดสินใจของทุกคนดังตัวอยางที่ 8.2 
นั่นเอง 
        
 
8.3 การประยุกตใชฟซซีในการตัดสินใจที่มีหลายเกณฑ (Multicriteria Decision Making) 
  ในการตัดสินใจแบบนี้ ตัวเลือกแตละตัวจะถูกใหคะแนนตามเกณฑแตละเกณฑ ดังนั้นส่ิงที่
ตองการคือการเรียงลําดับโดยรวม และโดยปกติเกณฑจะมีจํากัดและตัวเลือกมีจํากัดเชนกัน นัน่คือ 

X={x1,x2,...,xn} เปนเซตของตัวเลือกและ C={c1,c2,...,cm} เปนเซตของเกณฑ และขอมูลที่
เกี่ยวของกับการตัดสินใจแบบนี้สามารถเขียนเปนเมตริกซเปน 
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คาที่อยูในเมตริกซนี้มีคาอยูในชวง [0,1] และแตละ rij เปนระดับที่ตัวเลือก xj เปนไปตามเกณฑ ci 

สําหรับ i ∈ Nm และ j ∈ Nn ดังนั้น เมตริกซ R เปนความสัมพันธแบบฟซซีของ C × X 
  ถาในการใชงานบางอยางความสัมพันธนี้ไมไดมีคาอยูในชวง [0,1] แตเปนคาจํานวนจริงอืน่ 

(R’ = [rij’]) สามารถแปลงเมตริกซใหเปน R ไดโดย 
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สําหรับ i ∈ Nm และ j ∈ Nn  

  สําหรับตัวเลือก xj ∈ X สามารถหาผลรวมของคะแนนจากเกณฑเหลานี้ไดโดยอาจจะใช 
weighted average คือ 
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สําหรับทุกตัวเลือกโดยที่ w1, w2,...,wm เปนน้ําหนักที่บงบอกถึงความสําคัญของเกณฑ c1, c2,...,cm 
หรือในบางงานอาจรวมกันโดยใชตัวดําเนินการการรวม (aggregation operator) คือ 

      rj = h(r1j, r2j,... rmj) (8.11) 
ซึ่งตัวดําเนินการการรวมอาจเปนการยูเนียน อนิเตอเซกชัน หรือตัวดําเนินการแบบอื่น หรือจะใช 
weighted aggregation คือ 



 

___________________________________________________________________________________________ 

  8.การประยุกตใชฟซซี 115

      ( )mw
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1=  (8.12) 

โดยที่ w1, w2,...,wm เปนน้ําหนักที่บงบอกถงึความสําคัญของเกณฑ c1, c2,...,cm เชนเดียวกับสมการที่ 
8.10 ก็ได 
 
8.4 การประยุกตใชฟซซีในการจัดกลุมผูปวยโดยใชอัตราการเตนของหัวใจ 
  ตัวอยางนี้ยกมาจากบทความทางวิชาการของ Acharya และพวก [Acharya03] ซึ่งในงานนี้
เปนงานที่ใช เพอรเซปตรอนหลายชั้น (multilayer perceptron) และความสัมพันธแบบฟซซีที่เทากนั 
(fuzzy equivalence relation) ในการจัดกลุมผูปวยที่เปน Ischemic/dilated cardiomyopathy, 
Complete heart block, Sick sinus syndrome หรอื atrial fibrillation หรือ ectopics และ ผูปวยที่เปน
ปกติ โดยใชสัญญาณของอัตราการเตนของหัวใจซึ่งนักวิจัยใช คาเฉล่ียของอัตราการเตน (average 
heart rate) Ener1 ซึ่งเปนอตัราสวนระหวางพลังงานในชวงความถี่ 33.3 ถึง 100 เฮริตซและพลังงาน
ในชวงความถี่ 0 ถึง 33.3 เฮิรตซ Ener2 ซึ่งเปนอัตราสวนระหวางพลังงานในชวงความถี่ 66.7 ถงึ 100 
เฮิรตซและพลงังานในชวงความถี่ 0 ถึง 66.7 เฮริตซ และ Correlation dimension factor ซึ่งคํานวณ
จากแนววิถี (trajectory) ใน phase space ของแตละคลาส เปนลักษณะ (feature) หรืออินพุตใหกับ 
เพอรเซปตรอนหลายชั้น และความสัมพันธแบบฟซซีที่เทากัน แตเราจะยกมาเฉพาะในสวนของ
ความสัมพันธแบบฟซซีที่เทากัน เทานั้น 
  วิธีการนี้ทําไดโดยให training data set มีทั้งหมด p ตัวอยางและนํา testing data set ที่มี
ทั้งหมด m ตัวอยาง มาเพิ่มใน data set จากนั้นสรางความสัมพันธแบบฟซซโีดยที่  

     R(xi,xj) = 1 − δ
qn

l

q
jlil xx

/1

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∑

=
 (8.13) 

โดยที่ n เปนจํานวนมิติ (dimension) q เปนตัวแปรของฟงกชันระยะ (distance function parameter) 

และ δ เปนตัวประกอบของการทําใหเปนบรรทัดฐาน (normalization factor) ซึ่งเปนการทําให 

R(xi,xj) มีคาอยูในชวง [0,1] นั่นเอง 

R’ = R 
Do 
  IF (a,b) และ (b,c) ใน R ใหหาวามี (a,c) ใน R หรือไม 
   IF ไมมี (a,c) 
    ใหเพิ่ม (a,c) ใน R 
   End IF 
  End IF 
Until Stable 

รูปที่ 8.2 อัลกอริทึมในการสรางโครสเชอรการถายทอดของ [Acharya03]  
  ความสัมพันธแบบฟซซี (R) ที่ได จะมีคุณสมบัติของ การสะทอน (reflexive) และ สมมาตร 
(symmetry) เนื่องจากนี้เปนคุณสมบัติของระยะ (distance) อยูแลว ดังนั้นความสัมพันธนี้เปน
ความสัมพันธแบบฟซซีที่เขากันได (fuzzy compatibility relation) แตสําหรับการถายทอด (transitive) 
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ตองสรางโครสเชอรการถายทอด (transitive closure) ของ R (RT) ซึ่งในบทความนี้นกัวิจัยสราง RT 

โดยใชอัลกอรทิึมดังรูปที่ 8.2 หลังจากได RT ใหหาวา testing data xj แตละตัวอยางมีคา R(xi,xj) 
สําหรับ 1≤i≤p ที่มากที่สุดที่ i ตัวใด และให xj อยูในคลาสเดียวกับ คลาสของ xi  
  ตัวอยางของการประยุกตใชงานที่กลาวในบทนี้เปนเพียงสวนหนึ่งเทานัน้ ซึ่งงานบางอยางก็มี
การนําฟซซีเซตไปใชประโยชนในการทํา การรูจํารูปแบบ (pattern recognition) การประมวลผลภาพ
ดิจิตอล (digital image processing) การรวมตัวของตัวรับรู (sensor fusion) และอื่นๆ 
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